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Resum
Paraules clau: equació d'ones, harmònics, modes de vibració, rigidesa, espectre inharmònic, esca-
les, aﬁnació, dissonància
MSC2010: 00A65, 35G16, 74K05, 74K15
Els objectius principals d'aquest treball són l'estudi de les equacions d'ones en cordes i mem-
branes i l'aplicació dels resultats obtinguts a l'aﬁnació del piano. Les cordes del piano tenen un cert
grau de rigidesa que provoca que el seu espectre no sigui harmònic, com en una corda ideal, sinó
que sigui un espectre estirat respecte a l'ideal. Aquest fet té com a conseqüència que una escala
lleugerament estirada pugui oferir una millor consonància.
Per començar, s'estudia l'equació d'ones, tant en una corda com en una membrana. En
ambdós casos, se'n presenta la deducció i la solució, així com modiﬁcacions de l'equació que tenen
en compte factors com la fricció amb el medi o la rigidesa del material que vibra. Ambdós casos es
resolen en el cas de la corda i, el segon, també en el de la membrana. A més, per a l'equació amb
rigidesa, s'estableix i es demostra un teorema d'unicitat de solucions.
A continuació, es descriuen els conceptes d'escala i temperament i s'introdueix la teoria de
la dissonància, les eines de la qual ens permeten analitzar els resultats que s'obtenen quan resolem
l'equació d'ones amb rigidesa. A partir d'aquesta anàlisi, es fan tres propostes inicials d'aﬁnació
i, ﬁnalment, es resol el problema general de trobar la millor aﬁnació del piano, tot fent servir una
funció de dissonància.
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Abstract
Keywords: wave equation, harmonics, modes of vibration, stiﬀness, inharmonic spectrum, scales,
tuning, dissonance
MSC2010: 00A65, 35G16, 74K05, 74K15
The main objectives of this bachelor thesis are the study of the wave equation on strings and
membranes and the application of the obtained results to the tuning of the piano. The strings of
the piano have a certain degree of stiﬀness that makes its spectrum not harmonic, as in the case
of the ideal string, but stretched compared with the ideal harmonic spectrum. A consequence of
this fact is that a slightly stretched scale can oﬀer a better consonance.
To begin with, we study the wave equation for a string and for a membrane. In both cases,
we show the deduction and the solution, as well as modiﬁcations to the equation that take into
account factors such as the friction with the medium or the stiﬀness of the material that vibrates.
Both cases are solved in the case of the string, and the second in the membrane too. In addition,
for the equation with stiﬀness, we establish and prove a theorem of uniqueness of solutions.
Then, we describe the concepts of scale and temperament and introduce the dissonance theory,
whose tools allow us to carry out an analysis of the results obtained by solving the wave equation
with stiﬀness. From this analysis, we make three initial proposals of tuning and, ﬁnally, we solve
the general problem of ﬁnding the best tuning for the piano, using a dissonance function.
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Prefaci
Fa un parell d'anys va caure a les meves mans el llibre de David Benson titulat Music, a
mathematical oﬀering. En aquell moment no vaig tenir oportunitat de llegir-lo gaire i el vaig deixar
a la llista dels pendents. Un any més tard, durant l'assignatura d'equacions en derivades parcials,
vaig començar a entendre, per ﬁ, la gran importància de les sèries de Fourier i la relació que aquestes
tenien amb la música i el so dels instruments, així que vaig recuperar el llibre de Benson i vaig tornar
a fullejar-lo, de manera que vaig anar descobrint l'estreta relació entre l'equació d'ones i el so i timbre
dels instruments. No obstant això, no vaig acabar de llegir-lo a fons i van quedar moltes coses per
aprendre. I aleshores va arribar el moment d'escollir el tema del treball de ﬁ de grau. No va ser una
elecció fàcil, tenia molts dubtes i moltes idees, totalment oposades, al cap, però, ﬁnalment, em vaig
decidir per un treball sobre les matemàtiques i la música. Des dels cinc anys he estudiat música,
primer a l'escola del barri i, més tard, al conservatori, així que vaig pensar que aquest treball seria
l'oportunitat perfecta per entendre millor els instruments que toco, el piano i la percussió, així com
per aprofundir una mica més en el camp de les EDP.
Les meves expectatives en relació amb el que aprendria fent aquest treball no només s'han
complert, sinó que s'han superat amb escreix, ja que no només he entès molt millor com funcionen
els instruments de corda i de membrana, sinó que també he descobert moltes altres coses que han
ampliat d'una manera important la meva perspectiva sobre la música en general. En particular,
he pogut entendre millor les relacions entre l'espectre harmònic de les notes i l'harmonia clàssica
i he descobert la teoria de la dissonància i el món de possibilitats que aquesta ofereix a l'hora de
compondre i buscar nous timbres i sonoritats. Quant a les matemàtiques, a banda d'aprofundir en
els coneixements de l'equació d'ones, el més important que m'ha aportat aquest treball ha estat la
capacitat d'enfrontar-me, des d'una visió matemàtica, a problemes que a la bibliograﬁa sempre he
trobat plantejats des d'una perspectiva més enfocada a l'acústica i l'enginyeria, on no es tenien en
compte, per exemple, qüestions com la unicitat de solucions de les equacions.
Finalment, m'agradaria expressar el meu agraïment a totes aquelles persones que han con-
tribuït d'una manera o altra en l'elaboració d'aquest treball, del qual n'estic molt satisfet. Per
començar, vull donar les gràcies a en Xavier Gràcia per guiar-me al llarg del treball. També vull
agrair a la Mar González la seva atenció quan anava a preguntar-li els meus dubtes sobre l'equació
d'ones al ﬁnal de moltes classes. Vull donar les gràcies als meus companys de la FME, especialment
a l'Alba, en Jordi i l'Óscar, per escoltar sempre els meus problemes i dubtes i donar-me consell.
Gràcies també a l'Arnau i l'Albert, que em van ajudar a entendre com vibraven les barres, i a en
Kike, pel seu suport i les discussions sobre les condicions de contorn. També vull agrair l'ajuda d'en
Santi Molas, que va ser qui em va ensenyar per primer cop els patrons de Chladni a les timbales i, a
més, em va posar en contacte amb aﬁnadors perquè pogués parlar amb ells. Per acabar, vull donar
les gràcies a la meva família i a l'Alba, que han estat al meu costat al llarg de tot el treball i l'han
llegit i criticat, sempre de manera constructiva.
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Capítol 1
Introducció
Les matemàtiques i la música
La relació entre les matemàtiques i la música és gairebé tan antiga com la pròpia història
de totes dues disciplines. A l'antiga Grècia, Pitàgores va observar que dues cordes de les mateixes
característiques, sotmeses a la mateixa tensió, en ser tocades simultàniament produeixen un so
agradable si les seves longituds estan en raons d'enters petits, com ara 2:1, 3:2, 4:3, etc. Aquest és
un exemple, potser el més antic, de llei de la naturalesa regida per l'aritmètica dels enters, un dels
pilars de la doctrina pitagòrica, segons la qual el món que ens envolta està governat completament
pels nombres.
Aquesta relació entre les matemàtiques i la música ha perdurat al llarg de la història amb
l'estudi de les escales musicals, dels harmònics del so i de la teoria de la dissonància, així com en
l'àmbit de la síntesi de música electrònica i, ﬁns i tot, en la composició, on la teoria de grups pot tenir
un paper molt important. En particular, dins del camp de les equacions en derivades parcials, les
matemàtiques, de la mà de la física, aconsegueixen donar una explicació a les característiques del so
dels instruments. Quan resolem les equacions que governen el moviment, tant d'una corda o d'una
membrana en vibrar com de l'aire dins dels instruments de vent, podem trobar patrons i relacions
entre les freqüències de les ones de so que produeixen, les quals determinen les característiques
tímbriques de cada instrument.
El so
El DIEC deﬁneix el so com la impressió produïda en l'òrgan de l'oïda per les vibracions
elàstiques d'un cos que es propaguen en tots els medis materials en forma d'ones. Ara bé, en
una altra accepció, el deﬁneix com la forma d'energia que produeix aquesta sensació en l'òrgan de
l'oïda. És a dir, el so és tan una sensació auditiva com la forma energia que la produeix i, segons
si parlem del so des d'una perspectiva més aviat sensorial, o bé des d'una de física, farem servir una
de les dues. En aquest segon context, es distingeixen dos tipus de so:
-So pur: També anomenat to pur, és aquell tal que l'ona que el transmet és una ona simple,
és a dir, de la forma v(t) = A sin (2pift+ φ), la freqüència de la qual és f .
-So complex: És aquell format per la combinació de tons purs de diverses freqüències i ampli-
tuds. Cadascun d'aquests tons s'anomena parcial i totes les freqüències formen l'espectre del so.
Quan aquest està format exclusivament per múltiples enters d'una freqüència, la qual anomenem
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freqüència fonamental, es diu que l'espectre és harmònic i, en cas contrari, inharmònic. En
el primer cas, els parcials s'anomenen harmònics.
La dualitat entre la percepció sensorial i el fenomen físic del so també es veu reﬂectida quan
parlem de les característiques del so. Tot seguit en descrivim les més importants, des d'un punt de
vista sensorial i explicitant la seva correspondència amb magnituds físiques:
-Altura: L'altura és aquella qualitat del so que permet distingir-ne un d'un altre i poder-los
ordenar en una escala que va dels més greus als més aguts. No tots els tons tenen una altura deﬁnida,
però per a tons simples es correspon amb la seva freqüència. En el cas de tons complexos generats
per instruments musicals, en la gran majoria de casos, es correspon amb la freqüència fonamental.1
-Sonoritat: Expressa el nivell de sensació sonora produïda per un so d'una determinada
intensitat acústica. Per a tons purs, està directament relacionada amb l'amplitud d'ona. De forma
menys precisa, se l'anomena volum.
-Timbre: És la qualitat del so que permet distingir-ne dos que tenen la mateixa altura i
sonoritat i depèn directament de l'espectre. El timbre és el que caracteritza el so de dos instruments
diferents.
-Durada: Com indica el seu nom, és la durada de la vibració en el temps.
En aquest treball s'analitzaran l'altura i l'espectre del so i, breument a la secció 3 del capítol 2,
la durada. A banda dels paràmetres esmentats, n'hi ha altres que també caracteritzen el so, com
per exemple l'atac, però no tenen rellevància en l'anàlisi que farem i, per tant, no els comentarem.
Cordes i membranes
L'estudi del moviment de les cordes i les membranes en vibrar va començar a mitjans del segle
xviii. L'any 1746, d'Alembert va deduir i resoldre una primera equació d'ones per a una corda,
∂2u
∂t2
=
∂2u
∂x2
,
tot i que va suposar unes condicions de regularitat molt generals sobre la solució. Més tard, Euler
va deduir i resoldre una equació d'ones més general,
∂2u
∂t2
= c2
∂2u
∂x2
,
i va començar a tenir en compte condicions inicials que podien no ser diferenciables. D. Bernoulli
també va contribuir en aquest estudi aportant solucions que eren sumes de funcions trigonomè-
triques. Entre aquests tres matemàtics va sorgir el debat en relació amb la solució de l'equació i
com trobar-ne una el màxim de general possible amb unes condicions inicials, també, el màxim de
generals possibles (vegeu [WC86] per més detalls). Lagrange, l'any 1759, va entrar al debat en
presentar una solució considerant la corda com un conjunt de n oscil·ladors harmònics i va arribar
a una primera aproximació del que més tard serien les sèries de Fourier. No obstant això, no va
ser ﬁns a començaments del segle xix que Fourier, amb l'estudi de l'equació de la calor, va donar
una solució satisfactòria al problema de l'equació d'ones, en demostrar la convergència de les sèries
1Hi ha molts experiments que permeten comprovar la presència de diferents freqüències en un mateix so. Un de molt
senzill: en una habitació en silenci agafeu una guitarra, tapeu totes les cordes menys la cinquena, que correspon a un
la, i canteu-ne l'octava. Veureu com la corda també produeix aquest so. Canteu-ne la quinta, un mi, i veureu com la
corda repeteix el mi però una octava més agut.
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trigonomètriques, una idea que va quedar ﬁnalment culminada l'any 1822 amb la publicació de
Théorie analytique de la chaleur. Les idees de Fourier, tot i ser molt controvertides durant els seus
inicis, van revolucionar les matemàtiques d'aquella època.
Més tard, es va generalitzar l'equació per a dominis a Rn amb l'operador laplacià,
∂2u
∂t2
= c2∇2u ,
de manera que va ser possible resoldre l'equació per a membranes. En aquest cas, però, sorgeixen
diversos problemes que fan que la solució sigui més complicada i, en molts casos, impossible de
trobar analíticament.
L'aﬁnació del piano
- L'equació d'ones amb un terme de rigidesa: L'equació d'ones clàssica és un bon model
per a cordes de violí o de guitarra, però pel que fa a les cordes d'un piano, que són més rígides, no
n'hi ha prou amb aquest model. Per tenir una aproximació més acurada del moviment de les cordes
amb rigidesa, fem servir l'equació següent:
∂2u
∂t2
= c2
∂2u
∂x2
− ESK
2
ρ
∂4u
∂x4
.
Aquesta equació de quart ordre, que és una combinació de l'equació d'ones i l'equació d'Euler
Bernoulli, serveix per estudiar el moviment de les cordes d'un piano i analitzar-ne les freqüències.
Tot i que ja existien alguns resultats anteriors, a mitjans del segle xx, H. Fletcher va estudiar
la solució de l'equació d'ones amb rigidesa amb dos tipus de condicions de contorn al seu article
Normal vibration frequencies of a stiﬀ piano string, ([Fle 64]). En aquest article, es presenta una
fórmula per a les freqüències dels parcials, obtinguda de manera analítica en resoldre l'equació amb
condicions de contorn de Dirichlet i de segona derivada nul·la als extrems:
fn = nf0
√
1 +Bn2 ,
on B és un paràmetre que depèn de les característiques físiques de cada corda. A més, Fletcher
va realitzar un seguit de mesures experimentals per aquest paràmetre, de manera que va poder
quantiﬁcar el grau d'inharmonicitat de les cordes del piano.
- Espectre i escales musicals: Les escales de la música occidental estan estretament relacio-
nades amb l'espectre harmònic dels instruments i la teoria de la dissonància. Al segle xviii, Sorge
va proposar que la dissonància és deguda a l'aspror causada per parcials de freqüències properes.
Al segle xix, H. Helmholtz va dedicar una bona part dels seus treballs l'estudi del so i la seva
percepció. Al seu llibre On the sensation of tones ([Hel 77]), va descriure moltes de les idees que
van iniciar la teoria de la dissonància, l'objectiu de la qual és analitzar, de manera cientíﬁca, la
relació entre els sons i trobar una manera matemàtica de mesurar el grau de consonància entre dues
notes segons el seu espectre de freqüències. Més tard, al segle xx, R. Plomp i W. J. M. Levelt van
realitzar, als anys 60, una aportació molt rellevant a aquesta teoria, en construir experimentalment
una corba per mesurar la consonància de tons purs. Al seu article Tonal consonance and critical
bandwidth ([PL65]), van detallar-ne la construcció i van elaborar un gràﬁc de dissonància per a sons
amb espectre harmònic, analitzant quins són els intervals més consonants. Aquests resultats estan
3
Capítol 1: Introducció Contingut del treball
intrínsecament relacionats amb les observacions de Pitàgores sobre les relacions d'enters petits, ja
que els mínims de la gràﬁca de dissonància apareixen a les raons 5:4, 6:5, 4:3, 3:2, 5:3 i 2:1 (per a
tons amb sis parcials harmònics). Ara bé, la corba de dissonància construïda per Plomp i Levelt
també es pot fer servir per analitzar sons amb qualsevol tipus d'espectre.
Objectius del treball
El primer objectiu d'aquest treball és estudiar l'equació d'ones, tan en una corda com en
una membrana. En ambdós casos, es pretén donar una deducció i resolució de l'equació, així com
estudiar-ne diverses variants, parant especial atenció a l'equació que té en compte la rigidesa del
material vibrant.
Un cop realitzat l'estudi de l'equació d'ones, el següent objectiu, i el principal d'aquest treball,
és utilitzar els resultats obtinguts de l'equació d'ones amb rigidesa per donar un model d'aﬁnació del
piano. Per fer-ho, es pretén fer servir la fórmula de les freqüències obtinguda en resoldre l'equació
d'ones amb rigidesa, així com els resultats experimentals obtinguts per Fletcher i les eines de la
teoria de la dissonància, per realitzar un estudi per trobar la millor aﬁnació de l'instrument.
Contingut del treball
El treball es divideix en dos grans blocs: el primer el formen dos capítols dedicats a l'equació
d'ones, tant en una corda com en una membrana; el segon consta d'uns preliminars on es descriuen
els conceptes d'escales i temperaments, així com la teoria de la dissonància, i d'un capítol ﬁnal on es
presenta l'estudi fet per determinar la millor aﬁnació del piano. Tot seguit exposem una descripció
més detallada dels continguts de cada capítol.
- Capítol 2: La corda vibrant
Està dedicat a l'equació d'ones unidimensional. Per començar, es presenta una deducció de
l'equació, així com la seva solució en un interval tancat amb condicions de Dirichlet nul·les, que
dóna lloc a l'expressió:
u(x, t) =
∞∑
n=1
[
an cos
(npic
L
t
)
+ bn sin
(npic
L
t
)]
sin
(npi
L
x
)
,
on les freqüències dels parcials segueixen la fórmula
fn =
nc
2L
i formen un espectre harmònic, ja que són múltiples enters d'una freqüència fonamental f1.
Tot seguit, es descriu l'efecte de la fricció amb el medi, en resoldre l'equació utt = c2uxx−γut .
En aquest cas, obtenim una solució amb un terme de decaïment exponencial que fa que el moviment
es vagi esmorteint. Pel que fa a les freqüències, segueixen la fórmula següent:
f˜n = fn
√
1−
(
γL
2pinc
)2
,
on fn són les freqüències ideals. En aquest cas, es comprova experimentalment que el coeﬁcient γ
és petit, de manera que no afecta gaire a l'espectre harmònic ideal. Aquests resultats apareixen
a diversos textos d'acústica, però conjecturant una solució i comprovant, després, que ho és. En
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aquest treball, hem volgut presentar una resolució més rigorosa mitjançant el mètode de separació
de variables.
Per ﬁnalitzar el capítol, es dedueix i es resol l'equació d'ones amb un terme de rigidesa,
imposant dos tipus de condicions de contorn. Per a condicions de contorn de Dirichlet i Neumann
no és possible donar una solució analítica de les freqüències dels parcials; en canvi, per a condicions
de contorn de Dirichlet i segona derivada nul·la, obtenim la fórmula per a les freqüències dels parcials
d'una corda amb rigidesa, que passa a tenir un espectre estirat respecte un d'harmònic:
fn = nf0
√
1 +Bn2.
- Capítol 3: La membrana vibrant
Està dedicat a traslladar els resultats obtinguts al capítol anterior a dominis de R2. De forma
anàloga, es presenta una deducció i la solució de l'equació però, en aquest cas, només es resol en
uns dominis concrets, ja que la forma d'aquests inﬂueix en la resolució. En concret, es resol per
a membranes rectangulars, fent un esment al cas particular de la membrana quadrada, i per a
membranes circulars. En tots dos casos es dóna una fórmula per a les freqüències dels parcials, que
deixen de ser harmònics.
Tot seguit, es resol l'equació d'ones amb rigidesa en el cas de la membrana circular i es dóna
una fórmula que relaciona les freqüències dels parcials amb els de la membrana ideal. En aquest
cas, també s'obté un espectre estirat respecte a l'ideal, però tampoc és harmònic.
El capítol ﬁnalitza amb l'exposició i demostració d'un teorema d'unicitat per a l'equació d'o-
nes amb rigidesa en dimensió arbitrària. Davant la impossibilitat de trobar una referència on es
demostrés un teorema similar, ens hem basat en la demostració d'unicitat de l'equació d'ones clàs-
sica per donar-ne una per al nostre cas, on s'inclogui el terme de rigidesa.
- Capítol 4: Escales i temperaments
En aquest capítol es canvia força la temàtica en relació amb els dos anteriors, ja que s'hi
descriuen un seguit de conceptes relacionats amb la música que han de servir de preliminars per
a l'estudi de l'últim capítol. Comencem amb la deﬁnició d'escala musical i d'interval, així com
l'exposició de diversos conceptes sobre la mesura d'intervals. Tot seguit, es presenten tres sistemes
d'aﬁnació històrics: l'escala pitagòrica, l'aﬁnació justa i el temperament igual.
A continuació, es descriu, de manera breu i simpliﬁcada, com s'aﬁna un piano i els problemes
que apareixen al llarg del procés. Finalment, es presenten els conceptes més importants sobre la
teoria de la dissonància: els batecs i l'aspror, sensacions auditives que estan relacionades amb la
diferència de freqüència entre dos tons purs; la funció de dissonància, que permet, donades dues
notes i els seus espectres respectius, calcular-ne el grau de dissonància, i les gràﬁques de dissonància,
que il·lustren els intervals de màxima consonància d'un espectre.
- Capítol 5: Un model d'aﬁnació del piano
A l'últim capítol del treball, es presenta un model d'aﬁnació del piano, basat en la fórmula
de les freqüències dels parcials obtinguda a partir de l'equació d'ones amb rigidesa i fent servir les
eines de la teoria de la dissonància. Per començar, es descriuen les simpliﬁcacions del model que
es vol donar i es deﬁneixen el rang dels paràmetres. En aquest cas, es decideix aﬁnar una escala
a temperament igual i es considera el paràmetre d'inharmonicitat, B, constant. Quant al valor
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d'aquest paràmetre, es considera situat entre els valors 0.0004 i 0.002, obtinguts experimentalment
per Fletcher als anys 60, i que es corresponen amb els valors de B per a les octaves centrals del
piano.
Tot seguit, es descriuen tres propostes inicials d'aﬁnació, corresponents a aﬁnar l'octava, la
dotzena i la quinta. En tots els casos, s'aﬁna un interval inicial de manera que alguns dels parcials
de les notes que el componen coincideixin. Un cop fet això, es divideix en semitons iguals de manera
que queda determinada una escala de temperament igual i, ﬁnalment, es compara la situació dels
intervals que en resulten amb la disposició dels mínims a la gràﬁca de dissonància.
Finalment, es resol el problema general de trobar el semitò tal que l'escala que genera s'apropa
més als mínims de la gràﬁca de dissonància. Per fer-ho, es deﬁneix una funció de dissonància
mitjana que, a partir d'una raó, corresponent a un semitò arbitrari, calcula una mitjana ponderada
de la dissonància de les 12 notes de l'escala temperada que aquest semitò genera. En minimitzar
aquesta funció prop del valor 1.0595, corresponent al semitò temperat, s'obté que la raó òptima
per al semitò és r∗ ≈ 1.0600 per a qualsevol valor del paràmetre B dins el rang establert. Quan
B = 0.001, r∗ es correspon amb el semitò obtingut en aﬁnar la quinta, és a dir, en seguir la tercera
de les propostes anteriors. En el cas d'altres valors del paràmetre B, el semitò que s'obté en aﬁnar
la quinta és molt proper a r∗, de manera que la seva diferència és gairebé imperceptible i, així,
també es pot donar per vàlida la tercera proposta.
Els continguts d'aquest últim capítol són originals i estan basats, sobretot, en l'última secció
del capítol 2, on es resol l'equació d'ones amb rigidesa, i en l'última secció del capítol 4, on es descriu
la teoria de la dissonància.
Recursos utilitzats
Quant a la bibliograﬁa utilitzada, cal destacar els tres documents que més han inﬂuït en els
continguts d'aquest treball. Per començar, el llibre de D. Benson Music, a mathematical oﬀering,
([Ben 08]), que conté un estudi de l'equació d'ones en diversos instruments, així com uns capítols
dedicats a escales i a la teoria de la dissonància, entre molts altres temes. Cal esmentar també
el llibre de W. Sethares Tuning, timbre, spectrum, scale, ([Set 05]), que conté una descripció més
exhaustiva de la teoria de la dissonància i de la relació entre les escales i l'espectre. Finalment, hem
d'assenyalar el paper de l'article de H. Fletcher Normal vibration frequencies of a stiﬀ piano string,
([Fle 64]), en els resultats del qual ens hem basat per fer la nostra proposta d'aﬁnació.
Quant a software i recursos gràﬁcs, convé assenyalar que totes les ﬁgures i esquemes que
apareixen al llarg del treball han estat elaborades amb l'aplicació GeoGebra, i tots els estudis
numèrics, així com les gràﬁques que il·lustren els resultats obtinguts, s'han realitzat amb el software
MATLAB, mitjançant l'elaboració d'uns scripts a partir d'un de ja existent, extret de [Set 05], que
calcula la dissonància entre un conjunt de freqüències. Les fotograﬁes que apareixen són originals i
s'han realitzat expressament per complementar el contingut exposat al treball.
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La corda vibrant
En aquest capítol, ens ocuparem d'analitzar el moviment d'una corda que vibra, així com les
seves freqüències i altres característiques. A les primeres seccions, ens dedicarem a presentar un
model matemàtic per a la corda i a resoldre les equacions que governen el seu moviment. Aquest
model simpliﬁcat ens permetrà donar una explicació a molts fenòmens que es produeixen a la
realitat. A les darreres seccions, descriurem models més complexos i veurem quines diferències
tenen respecte al model inicial. En concret estudiarem els efectes que causen la fricció amb l'aire i
la rigidesa de les cordes.
Les dues primeres seccions estan basades en [Ben 08, cap. 3], [Str 08, cap. 2, 4] i [Sal 08,
cap. 5], les seccions tres i quatre en [KFCS00, cap. 2, 3] i la darrera secció, en l'article [Fle 64].
1. Deducció de l'equació d'ones
En aquesta primera secció presentarem una deducció del model matemàtic d'una corda vibrant
per arribar, ﬁnalment, a l'equació d'ones.
Sigui C una corda de longitud L, que en repòs representarem amb el segment [0, L], i sigui
u(x, t) el seu desplaçament transversal respecte la seva posició d'equilibri en el punt x a l'instant t.
Sigui T la tensió de la corda i ρ la seva densitat lineal. Per a la deducció de l'equació d'ones
pressuposarem les hipòtesis següents: T
x ∆x
T
θ(x, t)
θ(x+ ∆x, t)
Figura 1.1
-H1: El desplaçament transversal és petit, i. e.,
|u(x, t)|  1.
-H2: No hi ha desplaçament longitudinal.
-H3: La corda és perfectament ﬂexible, fet que
permet modelitzar la força de tensió en tot punt com
una força tangencial.
-H4: No hi ha cap més força que actuï sobre la
corda (com ara fregament o altres forces externes).
-H5: Tant T com ρ són constants.1
1A [Sal 08] es pot trobar una deducció de l'equació amb aquestes magnituds variables, no gaire diferent a la que aquí
es presenta. No obstant això, a la resta del text, aquestes magnituds sempre es consideraran constants i és per això
que s'ha considerat convenient presentar una deducció més simple.
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Considerem una petita secció de la corda [x, x+ ∆x]. Quan la corda es desplaça transversal-
ment respecte la posició d'equilibri, obtenim un esquema com el de la ﬁgura 1.1.
Les forces que actuen als extrems tenen magnitud T i les seves components verticals són,
respectivament, T sin (θ(x+ ∆x, t)) i −T sin (θ(x, t)).
Com que el desplaçament transversal és prou petit (H1), podem fer les aproximacions següents:
sin (θ(x, t)) ≈ tan (θ(x, t)) ≈
(
∂u
∂x
)
x
(1.1)
sin (θ(x+ ∆x, t)) ≈ tan (θ(x+ ∆x, t)) ≈
(
∂u
∂x
)
x+∆x
(1.2)
Així doncs, la força transversal sobre els extrems del segment de corda resulta:2
Ftrans = T sin (θ(x+ ∆x, t))− T sin (θ(x, t)) ≈ T
[(
∂u
∂x
)
x+∆x
−
(
∂u
∂x
)
x
]
. (1.3)
Ara, per la llei de Newton (F = ma) en la direcció transversal, obtenim:
T
[(
∂u
∂x
)
x+∆x
−
(
∂u
∂x
)
x
]
=
∫ x+∆x
x
ρ
∂2u
∂t2
(ξ, t) dξ (1.4)
i, dividint per ∆x i fent ∆x −→ 0,3 l'equació queda:
T
∂2u
∂x2
= ρ
∂2u
∂t2
. (1.5)
Finalment, fent c2 =
T
ρ
, arribem a l'equació d'ones:
∂2u
∂t2
= c2
∂2u
∂x2
, (1.6)
on la constant c s'interpreta com la velocitat de propagació de les ones a la corda.
Nota: Quan no es creïn confusions, notarem
∂2u
∂t2
per utt i
∂2u
∂x2
per uxx .
2. Solució de l'equació d'ones. Separació de variables
Com és possible que una corda pugui vibrar a més d'una freqüència alhora? En aquesta
secció ens ocuparem de resoldre l'equació d'ones en una corda, la qual cosa ens permetrà donar una
resposta a la pregunta anterior.
Sigui C una corda de longitud L que modelitzarem com l'interval [0, L] ⊂ R i sigui u(x, t) el
seu desplaçament transversal respecte a la seva posició de repòs. Sabem que u(x, t) satisfà l'equació
d'ones, però en aquest cas cal imposar condicions de contorn, és a dir, imposar que els extrems de la
2Com que farem el límit ∆x −→ 0 les forces a l'interior no cal tenir-les en compte.
3Aquest pas el simpliﬁcarem en properes deduccions, considerant la part dreta de l'equació (la massa per l'acceleració)
com ∆xρ utt, i la part dreta, en aquest cas, com Tuxx. En general, aproximarem f(x + ∆x) − f(x) ≈ ∆xf ′(x) i
simpliﬁcarem els factors ∆x sense preocupar-nos de si tendeixen a 0.
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corda estiguin ﬁxos, i cal afegir unes condicions inicials perquè el problema estigui ben determinat,
i. e., que tingui solució única. Així doncs, volem resoldre el problema:
utt = c
2uxx x ∈ (0, L), t > 0
u(0, t) = u(L, t) = 0 t ≥ 0
u(x, 0) = φ(x) x ∈ [0, L]
ut(x, 0) = ψ(x) x ∈ [0, L]
(2.1)
on φ(x) és la posició inicial de la corda i ψ(x), la seva velocitat inicial, que satisfan les condicions
de contorn.
El nostre primer objectiu és buscar un conjunt de solucions no trivials que resolguin l'equació
d'ones amb les condicions de contorn. Com que l'equació és lineal, qualsevol combinació lineal de
solucions també és solució; així doncs, el nostre segon objectiu és trobar una combinació lineal
adequada d'aquestes solucions bàsiques de manera que també satisfacin les condicions inicials.
D'aquesta forma haurem resolt (2.1).
El mètode de separació de variables consisteix en buscar solucions de la forma u(x, t) =
X(x)T (t). Si imposem l'equació d'ones, obtenim
XT ′′ = c2X ′′T
i, dividint convenientment per −c2XT , arribem a
− T
′′
c2T
= −X
′′
X
. (2.2)
En aquesta igualtat, la part de l'esquerra només depèn de t i la part de la dreta, només de x. Per
tant, (2.2) ha de ser una constant, que anomenarem λ:
− T
′′
c2T
= −X
′′
X
= λ . (2.3)
D'aquí obtenim les EDO:
T ′′ + λc2T = 0 (2.4)
{
X ′′ + λX = 0
X(0) = X(L) = 0
(2.5)
Lema 2.1. El problema de contorn (2.5) no té solució no trivial si λ ≤ 0.
Demostració. Distingim dos casos:
Suposem λ = 0. Aleshores (2.5) és X ′′ = 0 i la solució és de la forma X(x) = Ax + B.
Imposant les condicions de contorn, tenim 0 = X(0) = B ⇒ B = 0. Ara, 0 = X(L) = AL⇒ A = 0
i per tant X(x) = 0.
Suposem λ < 0. Podem escriure λ = −k2 i (2.5) és X ′′ = k2X. La solució és de la forma
X(x) = Aekx +Be−kx. Imposant les condicions de contorn, tenim X(0) = A+B = 0⇒ B = −A.
Ara, X(L) = AekL − Ae−kL = 0. Suposem A 6= 0, aleshores, obtenim ekL = e−kL ⇒ kL = −kL⇒
k = 0⇒ λ = 0, però havíem suposat λ < 0, així que A = 0 i, per tant, X(x) = 0. uunionsq
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Proposició 2.2. El problema de contorn (2.5) té solució no trivial si, i només si,
λn =
(npi
L
)2
. (2.6)
En aquest cas, la solució és
Xn(x) = Bn sin
(npi
L
x
)
. (2.7)
Demostració. Pel lema anterior, si no volem solucions trivials, hem de considerar λ > 0. Així,
podem escriure λ = ω2 i la solució de X ′′ + ω2X = 0 és:
X(x) = A cos (ωx) +B sin (ωx). (2.8)
Imposem ara les condicions inicials:
0 = X(0) = A cos (ω0) +B sin (ω0)⇒ A = 0.
Per tant, X(x) = B sin (ωx). Imposem 0 = X(L) = B sin (ωL). El cas B = 0 dóna lloc a una
solució trivial i, per tant, no ens interessa. Aleshores, perquè es satisfacin les condicions de contorn
és necessari que ωx = npi per n = 1, 2, . . .. Com que λ = ω2, per a cada n = 1, 2, . . . obtenim
λn =
(npi
L
)2
(2.9)
i una solució:
Xn(x) = Bn sin
(npi
L
x
)
. (2.10)
uunionsq
Definició 2.3. Les solucions Xn s'anomenen modes de vibració.
Un cop trobats els possibles valors λn, podem substituir-los a l'equació temporal (2.4), que
resulta
T ′′ + c2
(npi
L
)2
T = 0 (2.11)
Figura 2.1
i la seva solució és
Tn(x) = αn cos
(npic
L
t
)
+ βn sin
(npic
L
t
)
. (2.12)
A mode de conclusió, per a cada n = 1, 2, . . . tenim una
solució de l'equació d'ones amb condicions de contorn de Dirichlet:
un(x, t) =
[
an cos
(npic
L
t
)
+ bn sin
(npic
L
t
)]
sin
(npi
L
x
)
. (2.13)
Per tant, per a cada n tenim una forma Xn, que es mou
amb moviment harmònic. A la ﬁgura 2.1 podem veure els 4 pri-
mers modes de vibració d'una corda. En aquest cas, la corda passa
de la posició representada amb la línia contínua a la seva posició
oposada, representada amb la línia discontínua, amb moviment
harmònic. Veiem que el mode de vibració Xn té n ventres, punts
de màxima distància a la posició d'equilibri, i n+ 1 nodes, punts
on no hi ha moviment. Les ones amb aquesta forma s'anomenen
ones estacionàries.
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Com abans hem comentat, qualsevol combinació lineal (ﬁnita) de les un també resol l'equació
d'ones i satisfà les condicions de contorn, de manera que voldríem fer una combinació lineal de
solucions que satisfés també les condicions inicials. Si t = 0, obtenim un(x, 0) = an sin
(
npi
L x
)
, tot i
que en general no és gaire probable que siguem capaços d'expressar una φ(x) arbitrària com a una
combinació lineal (ﬁnita) de sin
(
npi
L x
)
. Ens trobem el mateix problema amb ψ(x). Ens plantegem,
doncs, fer una combinació lineal inﬁnita de solucions un:
u(x, t) =
∞∑
n=1
[
an cos
(npic
L
t
)
+ bn sin
(npic
L
t
)]
sin
(npi
L
x
)
. (2.14)
L'expressió (2.14) satisfà les condicions de contorn i resol formalment l'equació d'ones en
derivar-la terme a terme i sense tenir-ne en compte la convergència. Si intentem imposar les condi-
cions inicials, obtenim
φ(x) = u(x, 0) =
∞∑
n=1
an sin
(npi
L
x
)
(2.15)
per a la posició inicial i, derivant formalment la sèrie,
ψ(x) = ut(x, 0) =
∞∑
n=0
bn
npic
L
sin
(npi
L
x
)
(2.16)
per a la velocitat. D'aquesta manera, el nostre problema sorgeix a l'hora de determinar uns an i bn
adequats tals que les expressions (2.15) i (2.16) siguin certes. És en aquest punt on apareixen les
qüestions següents:
- Quines condicions han de satisfer φ i ψ per tal que an i bn existeixin?
- Si existeixen, com els podem trobar?
- En cas que els trobem, quin tipus de convergència tenim a les expressions (2.15) i (2.16)?
Un problema molt similar a aquest, provinent de l'equació de la calor (ut = Duxx, amb D una
constant positiva), va conduir Fourier a iniciar la teoria que duu el seu nom: l'anàlisi de Fourier. En
aquest treball, però, només exposarem un teorema que demostra que qualsevol funció f de L2(0, L)
pot ser expressada com una combinació lineal inﬁnita de sin
(
npi
L x
)
, anomenada sèrie de Fourier
en sinus de f . Durant la resta del text, donarem per coneguts els resultats més generals sobre les
sèries de Fourier, que es poden veure a l'apèndix A.
Teorema 2.4. El sistema{
ϕn(x) =
√
1
L
sin
(npi
L
x
)}
, n = 1, 2, . . . (2.17)
és una base de Hilbert de l'espai L2(0, L). D'una manera equivalent, donada una funció f ∈
L2((0, L)), es té:
lim
N→∞
∥∥∥∥∥f(x)−
N∑
n=1
cn sin
(npi
L
x
)∥∥∥∥∥
L2((0,L))
= 0 (2.18)
on
cn =
2
L
∫ L
0
f(x) sin
(npi
L
x
)
dx. (2.19)
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Si apliquem el teorema anterior a (2.15) i (2.16), obtenim
φ(x) = u(x, 0) =
∞∑
n=1
an sin
(npi
L
x
)
, amb an =
2
L
∫ L
0
φ(x) sin
(npi
L
x
)
dx, (2.20)
per a la posició inicial i
ψ(x) = u(x, 0) =
∞∑
n=1
bn
npic
L
sin
(npi
L
x
)
, amb bn =
2
npic
∫ L
0
ψ(x) sin
(npi
L
x
)
dx, (2.21)
per a la velocitat inicial, sempre que φ i ψ siguin funcions de L2(0, L).
2.1. Regularitat. Fins ara sabem que l'expressió
u(x, t) =
∞∑
n=1
[
an cos
(npic
L
t
)
+ bn sin
(npic
L
t
)]
sin
(npi
L
x
)
(2.22)
és vàlida per a funcions φ i ψ generals (de L2(0, L)) i resol formalment el problema (2.1). No obstant
això, volem donar condicions sobre φ i ψ per tal que u(x, t) sigui solució en el sentit clàssic, i. e.,
u ∈ C2([0, L]× [0,∞)) i la sèrie es pugui derivar terme a terme. Per aconseguir-ho, farem servir la
fórmula de d'Alembert, que resol l'equació d'ones a R.
Considerem les extensions imparelles de φ i ψ a (−L,L) i, tot seguit, les seves extensions
2L−periòdiques a R, que anomenarem φext i ψext . Aleshores, la solució de
utt = c
2uxx x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = φext(x) x ∈ R
ut(x, 0) = ψext(x) x ∈ R
(2.23)
ve donada per la fórmula següent:4
u(x, t) =
φext(x+ ct) + φext(x− ct)
2
+
1
2c
∫ x+ct
x−ct
ψext(s) ds. (2.24)
Per tant, per tal que u ∈ C2(R × [0,∞)) necessitem que φext ∈ C2(R) i ψext ∈ C1(R). En
conseqüència, si volem u ∈ C2([0, L] × [0,∞)), cal que φ ∈ C2([0, L]) i ψ ∈ C1([0, L]). En aquestes
condicions, a més, la sèrie de Fourier convergeix uniformement.
Remarca 2.5. La fórmula de d'Alembert es pot reescriure com u(x, t) = F (x+ct)+G(x−ct)
i es veu com la solució la formen dues ones viatgeres amb velocitat c.
2.2. Conclusions. Hem vist que podem expressar la solució del problema (2.1) com una suma
inﬁnita de solucions periòdiques. En general, la teoria de Fourier ens garanteix que qualsevol
ona o senyal (funció periòdica) es pot descompondre en una suma d'ones simples: les funcions
trigonomètriques. Podem expressar (2.22) com
u(x, t) =
∞∑
n=1
[an cos (2pifnt) + bn sin (2pifnt)] sin
(npi
L
x
)
. (2.25)
4La deducció d'aquesta fórmula, així com la seva relació amb l'expressió de u com a sèrie de Fourier, es pot trobar a
[Str 08].
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Definició 2.6. Els coeﬁcients
fn =
nc
2L
= n
1
2L
√
T
ρ
(2.26)
s'anomenen freqüències de vibració o harmònics. El coeﬁcient f1 s'anomena freqüència fo-
namental.
Observació: Podem parlar d'harmònics perquè les freqüències són múltiples enters d'una
freqüència fonamental.
Per tant, si u(x, t) representa el moviment d'una corda quan vibra, veiem que aquesta vibració
es pot descompondre en altres de simples, amb freqüències fn. Aquest fet explica com una corda
pot vibrar amb múltiples freqüències i, per tant, com pot produir un so que sigui la unió de diversos
tons purs, cadascun amb una freqüència i una amplitud. El volum de cada harmònic ve directament
determinat per l'amplitud de cada ona simple, que depèn de dos factors: les condicions inicials i
les condicions de contorn. Aquests dos elements són característics de cada instrument, ja que les
condicions inicials vénen determinades per com s'executen les notes i les condicions de contorn,
per la construcció pròpia de l'instrument.5 Per tant, si tenim dos instruments diferents tocant la
mateixa nota (mateixa freqüència fonamental) cadascun potenciarà uns harmònics diferents i un
oient podrà percebre la diferència de timbre entre els instruments. A més, les diferents tècniques
per tocar un instrument (diferents condicions inicials) també afectaran al seu timbre.
3. L'equació d'ones amb un terme de fricció
Durant els raonaments de les seccions anteriors, hem suposat negligibles els efectes de la fricció
amb el medi. En aquesta secció ens dedicarem a estudiar quin efecte té, sobre la solució de l'equació
d'ones i sobre les freqüències de vibració, el fet de considerar la fricció de la corda amb l'aire.
Afegirem a l'equació d'ones el terme −γut, que representa el fregament amb el medi. Aquest
és el terme habitual que apareix en la majoria de models físics on hi ha moviment en un ﬂuid (en
el cas de la corda, l'aire) que exerceix una força que és proporcional a la velocitat. Tot i que aquest
model no és exacte, ens serveix prou bé per fer una primera anàlisi i extreure algunes conclusions.
Considerem el problema:
utt = c
2uxx − γut x ∈ (0, L), t > 0
u(0, t) = u(L, t) = 0 t ≥ 0
u(x, 0) = φ(x) x ∈ [0, L]
ut(x, 0) = ψ(x) x ∈ [0, L]
(3.1)
5Tot i que en aquesta secció només hem tractat el problema de la corda vibrant, l'equació d'ones també es compleix
als instruments de vent quan en fem un model aproximat. En el cas del clarinet, per exemple, tenim un extrem obert
i un altre per on el músic bufa i exerceix pressió. En aquest cas, es poden considerar condicions mixtes, de Dirichlet i
Neumann respectivament. Resolent l'equació d'ones, trobem que només apareixen harmònics fn amb n imparell. Si
analitzem l'espectre real d'un clarinet, observarem que, efectivament, els harmònics parells gairebé no tenen volum.
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Utilitzem de nou el mètode de separació de variables, considerant solucions de la forma
u(x, t) = X(x)T (t). Imposant l'equació, obtenim:
XT ′′ = c2X ′′T − γXT ′
i, dividint per XT , arribem a
T ′′ + γT ′
T
=
c2X ′′
X
. (3.2)
La part de l'esquerra de la igualtat anterior només depèn de t i, la de la dreta, només de
x. Per tant, (3.2) és una constant que anomenarem −λ2. Aquesta constant és negativa, ja que la
igualtat per a X és exactament igual al cas sense fricció:
T ′′ + γT ′
T
=
c2X ′′
X
= −λ2. (3.3)
El problema de contorn per a X ens porta als mateixos modes de vibració:
Xn(x) = Bn sin
(npi
L
x
)
amb λn =
(npic
L
)2
. (3.4)
En el cas de T , obtenim la EDO següent:
T ′′ + γT ′ +
(npic
L
)2
T = 0, (3.5)
que dóna lloc a les solucions de la forma
[A cos (ωnt) +B sin (ωnt)] e
−γt/2, amb ω2 =
(npic
L
)2 − (γ
2
)2
. (3.6)
D'aquí obtenim el valor crític de γ per tal que la corda oscil·li, que és:
γ∗ =
2pinc
L
. (3.7)
Si γ ≥ γ∗, la corda no arriba a tenir un moviment oscil·latori, ja que la fricció amb el medi és tan gran
que el moviment resultant és de frenada ﬁns la posició de repòs. Altrament, la corda presenta un
moviment harmònic simple esmorteït pel factor e−γt/2. En aquesta secció només estudiarem aquest
cas, on el paràmetre γ és prou petit. Així doncs, podem concloure que, per a cada n = 1, 2, . . .
tenim:
un(x, t) = [an cos (ωnt) + bn sin (ωnt)] e
−γt/2 sin
(npi
L
x
)
. (3.8)
Per trobar la solució general fem, com a la secció anterior, combinacions lineals inﬁnites
d'aquestes solucions i trobem els coeﬁcients amb les fórmules de Fourier. Analitzem ara aquestes
solucions, comparant-les amb les de l'equació d'ones ideal,
vn(x, t) = [cn cos (2pifnt) + dn sin (2pifnt)] sin
(npi
L
x
)
on fn =
nc
2L
. (3.9)
El primer fet a destacar és l'aparició d'un terme exponencial, que fa que les solucions no
siguin periòdiques i que tendeixin a 0 si t −→ +∞. Aquest fet és perfectament plausible, ja que,
quan toquem una corda d'un instrument i deixem d'exercir qualsevol força sobre ella, aquesta acaba
deixant de sonar. A més, la pèrdua de la periodicitat només afecta l'amplitud de les ones (sonoritat),
i. e., a cada segon sentim la mateixa altura (mateixa ωn) amb un volum cada cop més baix.
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El segon fet a destacar és el terme ωn, que varia respecte al cas sense fricció. Calculem les
noves freqüències a partir de les ideals fn = nc2L :
f˜n =
ωn
2pi
=
√( nc
2L
)2 − ( γ
4pi
)2
= fn
√
1−
(
γL
2pinc
)2
(3.10)
Fixem-nos que l'espectre deixa de ser harmònic, ja que els sobretons no són múltiples enters
d'una freqüència fonamental. Tot i així, quan n −→ +∞, l'espectre tendeix a ser harmònic. A més,
experimentalment es comprova que el coeﬁcient γ no és molt gran ([Fle 64]) i, per tant, no afecta
gaire les freqüències dels instruments. Així doncs, en les següents seccions, considerarem negligible
l'efecte de la fricció, ja que diﬁculta molt els càlculs de manera innecessària i no afecta sensiblement
el resultat.
4. Deducció de l'equació d'ones amb un terme de rigidesa
Tot i que l'equació d'ones utt = c2uxx descriu prou bé el comportament d'una corda com
podria ser la d'un violí, quan volem modelitzar una corda amb més rigidesa, com la d'un piano, no
hi ha prou, ja que la resistència a la torsió sí que s'ha de tenir en compte. En aquesta secció, ens
dedicarem a deduir una nova EDP que sigui un bon model per a cordes amb rigidesa.
A l'hora de deduir una equació, com que utilitzem la segona llei de Newton, obtenim F =
ρ∆xutt i podem descompondre F com la suma de les dues forces següents:
-Ft = Tuxx∆x, a causa de la pròpia tensió de la corda, com ja hem vist a la secció 1.
-Fr, a causa de la resistència a la torsió causada per la rigidesa de la corda.
Així doncs, podem oblidar-nos de moment de la tensió per deduir alguna relació entre Fr i
u(x, t). Per tant, considerem ara la corda com si fos una barra rígida, sense elasticitat.
4.1. Conveni de representació. Al llarg de tota la deducció utilitzarem la representació següent
per a les forces i els moments, fet que indueix un conveni de signes:
- Considerarem positives les forces que provoquin una compressió i negatives,
les que provoquin una expansió o allargament i, per tant, les representarem sempre
com a l'esquema de la dreta.
- Donada una secció on actua un parell de forces tallants, les representarem
segons l'esquema de la dreta.
- Representarem els moments sempre a favor de la torsió de la barra, com es
veu a la ﬁgura de la dreta.
Figura 4.1
Aquest conveni és arbitrari, ja que amb qualsevol altre també arribarem a la
mateixa equació. Tot i així, és important ﬁxar-lo i que totes les fórmules de lleis
físiques siguin coherents amb aquest.
4.2. Preliminars.
Definició 4.1. Donada una barra de secció S i de longitud L0, sobre la qual actua una força
transversal f que en modiﬁca la longitud i fa que sigui L1, es deﬁneix:
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- La tensió (stress en anglès) com:
tensió =
f
S
. (4.1)
- L'allargament unitari (strain en anglès) com:
ε =
∆L
L0
on ∆L = L1 − L0 . (4.2)
Llei de Hooke. En les condicions de les deﬁnicions anteriors, la tensió és proporcional a
l'allargament unitari si aquest no és molt gran:
f
S
= −Eε −→ f = −ESε . (4.3)
La constant E s'anomena mòdul de Young i depèn del material de la barra.
Observació: El signe negatiu es deu al nostre conveni de signes, ja que si la força és de
compressió, l'allargament serà negatiu i, en conseqüència, la tensió positiva.
∆x
∆φ
R
r
Figura 4.2
4.3. L'equació de la barra vibrant. Quan
una barra és deformada, una part s'allarga i l'al-
tra es comprimeix, però enmig hi ha un eix que
conserva la seva longitud. Aquest eix s'anomena
eix neutral.
Considerem un segment de longitud ∆x
d'una barra rígida de secció S torçada segons la
ﬁgura 4.2, amb un radi de curvatura R sobre el
seu eix neutral. Així mateix, considerem un ﬁ-
lament d'aquesta barra de secció dS a distància
r de l'eix neutral sobre el qual actua una tensió
df .
Per la geometria de la barra, la longitud
d'aquest ﬁlament és (R + r)∆φ i, per tant, l'a-
llargament unitari és:
ε =
r∆φ
∆x
=
r∆φ
R∆φ
=
r
R
.
Per la llei de Hooke, obtenim:
df = −EdS r
R
. (4.4)
Observem que, per r > 0, com en el cas de la ﬁgura 4.2, tenim df < 0 i, per tant, hi ha una
expansió. Tanmateix, si r < 0, aleshores df > 0 i hi ha compressió.
La força total sobre un extrem del segment de barra és∫
S
df =
∫
S
−E r
R
dS = 0 , (4.5)
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ja que les forces negatives de la part superior de l'eix compensen les positives de la part inferior.
Tot i així, sí que hi ha moment de torsió, que és:
M =
∫
S
dM =
∫
S
rdf = −E
R
∫
S
r2dS . (4.6)
Definició 4.2. Anomenem radi de gir (radius of gyration en anglès) la constant
K2 =
1
S
∫
S
r2dS .
Així doncs, substituint a (4.6), obtenim:
M = −ESK
2
R
. (4.7)
Anomenem u(x, t) el desplaçament transversal de la barra respecte la seva posició d'equilibri.
Aleshores, podem expressar el radi de curvatura, que en general no és constant, com:
R =
[
1 +
(
∂u
∂x
)2]3/2
∂2u
∂x2
. (4.8)
Assumint que u pren valors petits, tenim
∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣  1 i podem fer l'aproximació 1R ≈ ∂2u∂x2 .
Finalment, obtenim:
M = −ESK2∂
2u
∂x2
. (4.9)
Observació: Si la situació és com en la ﬁgura 4.2, la curvatura fa
∂2u
∂x2
< 0 i per tant el
moment és positiu.
M(x) M(x+ ∆x)
V (x) V (x+ ∆x)
Figura 4.3
Quan es torça una barra, no només es produeixen
moments de torsió, sinó que també apareixen forces ta-
llants (shearing forces en anglès), que denotem per V (x)
segons la ﬁgura 4.3. Com que la barra està en equilibri, no
hi pot haver moment de gir i, per tant, si prenem moments
respecte l'extrem dret del segment, obtenim:
0 = M(x)−M(x+ ∆x) + V (x)∆x , (4.10)
on el signe positiu de l'últim terme apareix perquè V (x)
té sentit antihorari.
Si ∆x és petit, d'aquí surt:
V (x) =
M(x+ ∆x)−M(x)
∆x
≈ ∂M
∂x
. (4.11)
Finalment, la força total sobre el segment de barra
és:
Fr = V (x+ ∆x)− V (x) ≈ ∂V
∂x
∆x (4.12)
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i, si ajuntem (4.9), (4.11) i (4.12), en resulta:
Fr =
∂2M
∂x2
∆x = −ESK2∂
4u
∂x4
∆x . (4.13)
Si considerem una barra rígida on no hi ha elasticitat, com podria ser la d'una marimba
o la d'un vibràfon, aleshores l'equació que satisfà és la coneguda equació d'Euler-Bernoulli, o
equació de la biga (beam equation en anglès):
ρ
∂2u
∂t2
= −ESK2∂
4u
∂x4
. (4.14)
En canvi, si considerem una corda com la d'un piano, on apareixen tant elasticitat com
rigidesa, l'equació que satisfà és:
ρ
∂2u
∂t2
= T
∂2u
∂x2
− ESK2∂
4u
∂x4
. (4.15)
5. Solució de l'equació d'ones amb un terme de rigidesa
En aquesta secció, ens ocuparem de resoldre l'equació d'ones amb rigidesa per fer una anàlisi
més precisa de l'espectre de freqüències que pot tenir una corda de piano. Per resoldre la EDP,
considerarem dos tipus de condicions de contorn i, per a cada un, intentarem trobar una fórmula
per a les freqüències.
Tot seguit, presentem la resolució de l'equació (4.15). Si la dividim entre ρ i deﬁnim c de la
mateixa manera que en els casos anteriors, obtenim:
∂2u
∂t2
= c2
∂2u
∂x2
− ESK
2
ρ
∂4u
∂x4
. (5.1)
Fem servir de nou el mètode de separació de variables, suposant u(x, t) = X(x)T (t), per
obtenir
T ′′
T
= c2
X ′′
X
− ESK
2
ρ
X(4)
X
(5.2)
i, de manera anàloga als casos anteriors, (5.2) ha de ser una constant positiva:
T ′′
T
= c2
X ′′
X
− ESK
2
ρ
X(4)
X
= −ω2. (5.3)
Per a l'equació temporal tindrem, com és habitual, una solució del tipus:
Tω(t) = A cosωt+B sinωt . (5.4)
Resolem, a continuació, l'EDO que satisfà X per tal d'obtenir quins valors pot prendre ω.
Volem resoldre
ESK2
ρ
X(4) − c2X ′′ − ω2X = 0 . (5.5)
Dividim aquesta equació entre
ESK2
ρ
i deﬁnim:
a :=
c2ρ
ESK2
=
T
ESK2
, b :=
ρω2
ESK2
. (5.6)
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D'aquesta forma, (5.5) queda simpliﬁcada de la manera següent:
X(4) − aX ′′ − bX = 0 (5.7)
i les solucions són de la forma
A cosh k1x+B sinh k1x+ C cos k2x+D sin k2x , (5.8)
amb
k21 =
a±√a2 + 4b
2
i k22 =
−a±√a2 + 4b
2
. (5.9)
En aquest cas, podem prendre la determinació positiva per tal que k1 i k2 siguin reals. A més, podem
suposar que k1 i k2 són no negatius, ja que com hem de fer combinacions lineals de solucions, si k1
o k2 fossin negatius la simetria de les solucions faria que només canviés el signe dels coeﬁcients de
la combinació lineal.
Introduïm ara dues constants convenients:
B := pi2
ESK2
TL
i f0 =
c
2L
. (5.10)
Observació: La constant f0 és la freqüència fonamental per a una corda ideal (sense rigidesa).
D'aquesta manera, si fem servir (5.6), obtenim les relacions següents entre k1, k2 i ω:
k21 =
pi2
2BL2
[√
1 +
ω2B
f20pi
2
+ 1
]
i k22 =
pi2
2BL2
[√
1 +
ω2B
f20pi
2
− 1
]
. (5.11)
Figura 5.1
A més, observem que k1 i k2 estan relacionats d'aquesta manera:
k21 − k22 =
pi2
BL2
. (5.12)
D'aquí deduïm que k1 6= 0.
Figura 5.2
Així doncs, volem trobar els possibles valors de k1 i k2, que deter-
minaran els possibles valors de ω. Per fer-ho, imposarem condicions de
contorn. Com que l'equació en espai és de quart ordre, no tenim prou
amb dues condicions de contorn (de Dirichlet), així que hem d'afegir-ne
dues més. Considerarem dos casos: o bé X ′ = 0 als extrems (condici-
ons de Neumann), o bé X ′′ = 0 als extrems. Comentem breument la
interpretació física d'ambdues condicions, fent referència a una barra:
Figura 5.3. Extrem de les
cordes, recolzades al pont.
- Si X ′ = 0 als extrems, ens trobem amb la situació que la
barra hi està encastada, com en la ﬁgura 5.1.
- Si X ′′ = 0 als extrems, ens trobem amb la situació que la
barra hi està recolzada, com en la ﬁgura 5.2. Això es deu a la relació
entre moment i segona derivada, vista a la secció 4. Si la barra està
recolzada, no hi ha moment i, per tant, la segona derivada és 0.
Per a un piano, la condició de contorn X ′′ = 0 és la que
s'adapta més a la realitat, ja que les cordes estan recolzades sobre
un pont als dos extrems, com es veu a la ﬁgura 5.3. Tot seguit,
presentem la solució de l'equació per als dos casos anteriors.
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5.1. Condicions de contorn de corda recolzada. Resoldrem, primer, el casX ′′ = 0 als extrems,
ja que és més senzill. Tenim una solució genèrica de l'equació (5.5), que és de la forma
X(x) = A cosh k1x+B sinh k1x+ C cos k2x+D sin k2x . (5.13)
Volem trobar els valors de k1 i de k2 que facin que (5.13) satisfaci les condicions de contorn
de manera no trivial, és a dir, amb no tots els coeﬁcients A,B,C i D nuls. Considerem la corda
com l'interval [0, L] i imposem les condicions de contorn en x = 0, L.
Per a x = 0, tenim:
X(0) = A+ C = 0 i X ′′(0) = Ak21 − Ck22 = 0 . (5.14)
De la primera equació, obtenim −C = A i, substituint-ho a la segona, arribem a A(k21 + k22) = 0.
Com que k1 > 0, k21 + k
2
2 6= 0 i, per tant, A = C = 0.
En aquest cas, la solució general (5.13) queda X(x) = B sinh k1x+D sin k2x i, per a x = L,
tenim:
X(L) = B sinh k1L+D sin k2L = 0 i X
′′(L) = Bk21 sinh k1L−Dk22 sin k2L = 0. (5.15)
Multiplicant la primera equació per k22 i sumant-la a la segona, obtenim B(k
2
1 + k
2
2) sinh k1L = 0.
Com que els dos darrers factors són diferents de zero, tenim B = 0.
Finalment, tenim D sin k2L = 0. Com que volem solucions no trivials, D 6= 0 i, per tant,
k2L = npi per n = 1, 2, . . . i podem concloure que les solucions de (5.5) són de la forma:
Xn(x) = D sin
(npi
L
x
)
amb n = 1, 2, . . . (5.16)
Observem que són els mateixos modes de vibració que a la corda ideal, allò que variarà serà la seva
freqüència de vibració.
De la relació k2L = npi i de (5.11), en resulta:(npi
L
)2
=
pi2
2BL2
[√
1 +
ω2nB
f20pi
2
− 1
]
(5.17)
i, aïllant ωn, obtenim les possibles freqüències:
fn =
ωn
2pi
= nf0
√
1 +Bn2 . (5.18)
Com podem veure, en aquest cas l'espectre no és harmònic, sinó que està estirat, a causa
del factor
√
1 +Bn2. Observem que, si fem B = 0, és a dir, considerem l'equació sense rigidesa,
obtenim la fórmula per a les freqüències dels parcials d'una corda ideal. Al capítol 5, desenvoluparem
tota la informació que ens proporciona aquesta fórmula en relació amb l'aﬁnació de les cordes del
piano.
Per concloure aquesta secció, tenim que la solució general de (5.1) amb les condicions de
contorn u = 0 i uxx = 0 als extrems de la corda és:
u(x, t) =
∞∑
n=1
[an cos (2pifnt) + bn sin (2pifnt)] sin
(npi
L
x
)
, (5.19)
on els coeﬁcients an, bn s'obtenen de les condicions inicials de la mateixa forma que en el cas sense
rigidesa. De nou, la teoria de Fourier ens garanteix l'existència de solució generalitzada per a
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condicions inicials φ, ψ ∈ L2((0, L)), i de solució clàssica per a φ ∈ C4((0, L)) i ψ ∈ C3((0, L)), on φ
i ψ són la posició i velocitat inicials respectivament.
5.2. Condicions de contorn de corda encastada. Intentem resoldre ara el problema amb la
condició X ′ = 0 als extrems. En aquest cas, no podrem trobar una solució analítica, així que només
exposarem el procediment ﬁns arribar a dues equacions que cal resoldre numèricament.
Tornem a tenir una solució genèrica de l'equació (5.5), que és de la forma:
X(x) = A cosh k1x+B sinh k1x+ C cos k2x+D sin k2x. (5.20)
Igual que a l'apartat anterior, volem trobar els valors de k1 i de k2 que facin que (5.20)
satisfaci les condicions de contorn de manera no trivial. Per aproﬁtar les simetries de les funcions
trigonomètriques i hiperbòliques, suposarem la corda de longitud L com el segment [−L/2, L/2].
Imposant les condicions de contorn, tenim el sistema d'equacions següent:
A cosh
(
k1L
2
)
+B sinh
(
k1L
2
)
+ C cos
(
k2L
2
)
+D sin
(
k2L
2
)
= 0
A cosh
(
k1L
2
)
−B sinh
(
k1L
2
)
+ C cos
(
k2L
2
)
−D sin
(
k2L
2
)
= 0
Ak1 sinh
(
k1L
2
)
+Bk1 cosh
(
k1L
2
)
− Ck2 sin
(
k2L
2
)
+Dk2 cos
(
k2L
2
)
= 0
−Ak1 sinh
(
k1L
2
)
+Bk1 cosh
(
k1L
2
)
+ Ck2 sin
(
k2L
2
)
+Dk2 cos
(
k2L
2
)
= 0
(5.21)
Notació: Per simpliﬁcar la resta de càlculs, com no dóna lloc a diverses interpretacions,
utilitzarem la notació següent:
ch := cosh
(
k1L
2
)
, sh := sinh
(
k1L
2
)
, c := cos
(
k2L
2
)
, s := sin
(
k2L
2
)
. (5.22)
En aquest cas, en resulta el sistema següent:
ch sh c s
ch −sh c −s
k1sh k1ch −k2s k2c
−k1sh k1ch k2s k2c


A
B
C
D
 =

0
0
0
0
 (5.23)
que tindrà solució no trivial si el determinant de la matriu és nul:∣∣∣∣∣∣∣∣
ch sh c s
ch −sh c −s
k1sh k1ch −k2s k2c
−k1sh k1ch k2s k2c
∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇔ (k1 sh c+ k2 ch s)(k1 ch s− k2 sh c) = 0. (5.24)
Vegem primer que c 6= 0. Si c = 0, el valor del determinant és k1 k2 ch2 s2. Com que tant k1
com ch són diferents de zero i s també, perquè el sinus i el cosinus no es poden anul·lar alhora, cal
que k2 sigui zero per tal que el determinant sigui nul. Ara bé, en aquest cas tindríem ω = 0, la qual
cosa ens porta a una solució trivial de l'equació.
Per tant, dividint entre c i ch a (5.24) obtenim que, per tenir una solució no trivial, s'ha de
complir una de les equacions següents:
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k1 tanh
(
k1L
2
)
+ k2 tan
(
k2L
2
)
= 0, o bé k1 tan
(
k2L
2
)
− k2 tanh
(
k1L
2
)
= 0. (5.25)
Aquestes equacions es poden resoldre numèricament fent servir la relació (5.12) entre k1 i k2,
però no és possible trobar una fórmula tancada per als possibles valors de k1 i k2 i, en conseqüència,
per a l'espectre de freqüències. Tanmateix, com ja hem comentat abans, les condicions de contorn
de corda recolzada s'acosten més a la realitat, ja que, a més, dades empíriques recolzen la fórmula
trobada, així que no ens ocuparem més del problema amb condicions de contorn de corda encastada
i, en la resta del treball, desenvoluparem els resultats obtinguts amb les altres condicions de contorn.
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La membrana vibrant
En aquest capítol descriurem el moviment d'una membrana vibrant mitjançant la resolució
de l'equació d'ones en un domini Ω ⊂ R2. Veurem el paper fonamental que té la forma d'aquest
domini en els modes de vibració i l'espectre del so, i resoldrem explícitament l'equació per a dominis
rectangulars i circulars. Després, donarem una solució de l'equació amb un terme de rigidesa i,
ﬁnalment, presentarem un teorema d'unicitat per a totes les EDP que han aparegut al treball. Els
continguts de les tres primeres seccions estan basats en [FR98, cap. 3], [Sal 08, cap. 5], [Ben 08,
cap. 3] i els resultats sobre la teoria espectral d'operadors compactes estan extrets de [Bre 11, cap. 6].
Quant a l'última secció, no hem trobat una referència on es demostrés un teorema d'unicitat per
a l'equació d'ones amb un terme de rigidesa, així que hem elaborat una demostració basada en el
teorema d'unicitat per a l'equació sense rigidesa, el qual es pot trobar a [Sal 08, cap. 5].
1. Deducció de l'equació d'ones en una membrana
Figura 1.1
Comencem per presentar una deducció de l'equació
d'ones en un domini Ω ⊂ R2. Anomenarem u(x, y, t) el
desplaçament transversal d'una membrana respecte a la
seva posició d'equilibri i suposarem que aquest és petit.
Suposarem, també, que la membrana està sotmesa a una
tensió uniforme T i que no hi ha desplaçament longitudi-
nal. A més, considerarem el cas en què no hi ha forces
externes.
Considerem un fragment rectangular de la membra-
na [x, x + ∆x] × [y, y + ∆y]. Les forces que actuen a les vores de mida ∆y tenen magnitud T∆y
i les seves components verticals són, respectivament, −T sin (α)∆y i T sin (β)∆y (ﬁgura 1.1). Així
doncs, la força vertical total sobre aquestes vores és:
Fy = T sin (β)∆y − T sin (α)∆y (1.1)
Com que el desplaçament vertical és prou petit, podem fer les aproximacions següents:
sinα ≈ tanα ≈
(
∂u
∂x
)
x
(1.2)
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sinβ ≈ tanβ ≈
(
∂u
∂x
)
x+∆x
(1.3)
Per tant, la força vertical sobre les vores de mida ∆y resulta:
Fy = T∆y
[(
∂u
∂x
)
x+∆x
−
(
∂u
∂x
)
x
]
≈ T∆x∆y∂
2u
∂x2
. (1.4)
Anàlogament, trobem que la força vertical a les vores de mida ∆x és:
Fy ≈ T∆x∆y∂
2u
∂y2
. (1.5)
Finalment, la força total1 sobre aquest fragment de membrana és:
F = Fx + Fy = T∆x∆y
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
)
. (1.6)
Per la 2a llei de Newton, obtenim:
F = σ∆x∆y
∂2u
∂t2
, (1.7)
on σ és la densitat superﬁcial de la membrana. Fent c2 =
T
σ
, arribem ﬁnalment a l'equació d'ones:
∂2u
∂t2
= c2∇2u . (1.8)
L'operador ∇2 = ∂
2
∂x2
+
∂2
∂y2
s'anomena laplacià.2
2. Solució de l'equació d'ones en una membrana
En aquesta secció, ens ocuparem de resoldre l'equació d'ones per a membranes rectangulars
i circulars. Veurem que, en un domini Ω ⊂ R2, la forma de la membrana juga un paper molt
important en relació amb l'espectre de freqüències.
Sigui Ω ⊂ R2. Volem resoldre el problema:
utt = c
2∇2u (x, y) ∈ Ω t > 0
u(x, y, t) = 0 (x, y) ∈ ∂Ω t ≥ 0
u(x, y, 0) = g(x, y) (x, y) ∈ Ω
ut(x, y, 0) = h(x, y) (x, y) ∈ Ω
(2.1)
De la mateixa manera que en el cas unidimensional, utilitzarem el mètode de separació de
variables. Recordem que l'objectiu és trobar un seguit de funcions que resolguin l'equació d'ones
1Com que estem fent el límit ∆x,∆y −→ 0, no cal tenir en compte les forces a l'interior.
2L'operador laplacià sovint s'acostuma a notar amb el símbol ∆, però, per evitar confusions amb els increments en
espai, hem optat per utilitzar la notació ∇2.
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i satisfacin les condicions de contorn. Considerem solucions de la forma u(x, y, t) = ψ(x, y)T (t) i,
imposant l'equació, obtenim:
− T
′′
c2T
= −∇
2ψ
ψ
. (2.2)
Fent servir el mateix argument que a la resolució de l'equació per la corda, la part de l'esquerra
només depèn de t i la part de la dreta, només de (x, y). Per tant, (2.2) ha de ser una constant positiva,
la qual cosa justiﬁcarem tot seguit, i que anomenarem λ:
− T
′′
c2T
= −∇
2ψ
ψ
= λ . (2.3)
D'aquí en resulta l'EDO:
T ′′ + λc2T = 0 (2.4)
i, per a cada λ > 0, tindrem una solució
Tλ(t) = A cos (c
√
λt) +B sin (c
√
λt) . (2.5)
D'altra banda, de (2.3), obtenim el següent problema de valors propis:{
−∇2ψ = λψ (x, y) ∈ Ω
ψ(x, y) = 0 (x, y) ∈ ∂Ω (2.6)
L'equació −∇2ψ = λψ s'anomena equació de Helmholtz.
Per resoldre aquest problema, hem de trobar els valors propis λ, si és que n'existeix algun, i
les funcions pròpies ψλ de l'operador −∇2. Deﬁnim bé aquests termes:
Definició 2.1. Sigui A : X −→ X un operador lineal ﬁtat en un espai de Banach. Aleshores:
- El conjunt resolvent de A és:
ρ(A) = {µ ∈ R|A− µI és bijectiu} . (2.7)
- L'espectre de A és:
σ(A) = R \ ρ(A). (2.8)
- L'espectre puntual de A és:
σp(A) = {λ ∈ R|A− λI no és injectiu} . (2.9)
Observem que, si A − λI no és injectiu, l'equació (A − λI)f = 0 té solucions no trivials. Tals f
s'anomenen vectors propis de l'operador A i la seva λ associada és un valor propi de A. Si X
és un espai de funcions, els vectors propis s'anomenen funcions pròpies.
Remarca 2.2. Per a operadors compactes, es satisfà σp(A) \ {0} = σ(A) \ {0}. En el nostre
cas, l'invers de l'operador −∇2 és compacte (vegeu, per exemple [Ben 08]) i podem referir-nos al
seu espectre com el conjunt dels seus valors propis. Ho farem de la mateixa manera amb −∇2. Com
que els valors propis λ i les freqüències de vibració estan relacionades per la fórmula
fλ =
c
√
λ
2pi
, (2.10)
podem fer servir el terme espectre per a referir-nos tant a l'espectre de l'operador com a l'espectre
de freqüències, ja que essencialment són el mateix.
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Demostrem, primer, el lema següent:
Lema 2.3. Els valors propis de l'operador −∇2, amb condicions de contorn de Dirichlet o
Neumann nul·les, són no negatius. A més, amb condicions de Dirichlet nul·les, són estrictament
positius.
Demostració. Sigui ψ una funció pròpia de −∇2 (ψ 6= 0) amb valor propi λ. Aleshores sabem
que
−∇2ψ = λψ . (2.11)
Multipliquem l'equació anterior per ψ i integrem sobre Ω, obtenint:
−
∫
Ω
ψ∇2ψ = λ
∫
Ω
ψ2 (2.12)
Integrant per parts, obtenim:
λ
∫
Ω
ψ2 = −
∫
Ω
ψ∇2ψ = −
∫
∂Ω
ψ∇ψ · ν +
∫
Ω
∇ψ · ∇ψ =
∫
Ω
|∇ψ|2 . (2.13)
Observem que la integral sobre ∂Ω és 0 per les condicions de contorn. Com que les integrals de ψ2
i |∇ψ|2 són no negatives, λ no pot ser negativa.
Suposem ara que ψ s'anul·la a ∂Ω (condicions de Dirichlet nul·les). Vegem que λ no pot ser
0 per reducció a l'absurd.
Si λ = 0, de les equacions anteriors, obtenim:∫
Ω
|∇ψ|2 = 0 . (2.14)
Com que es tracta d'una integral d'una funció no negativa, si la integral és 0, aleshores |∇ψ|2
també ho és. Per tant:
|∇ψ|2 = 0⇒ ∇ψ = 0⇒ ψ és constant. (2.15)
Ara bé, com que a la vora és 0, obtenim que ψ = 0. Això és un absurd, ja que hem suposat
que ψ 6= 0. uunionsq
Així doncs, en el nostre cas sabem que λ > 0. El teorema que presentem a continuació,
que només enunciarem, ens garanteix l'existència de solució per a l'equació de Helmholtz i, en
conseqüència, per a l'equació d'ones.
Teorema 2.4 (Teorema espectral per a operadors compactes i autoadjunts). Sigui H un
espai de Hilbert separable i S : H −→ H un operador lineal, compacte i autoadjunt. Aleshores,
existeix una base de Hilbert de H formada per funcions pròpies de S.
Demostració. Es pot trobar a [Bre 11]. uunionsq
Com ja hem comentat, l'invers de l'operador −∇2, que anomenarem K, és compacte i també
autoadjunt. Així doncs, satisfà el teorema anterior i, a més, els seus valors propis satisfan
µk −→ 0 si k −→∞ (2.16)
(vegeu [Bre 11]).
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Per a cada ψk funció pròpia de K, tenim:
K(ψk) = µkψk (2.17)
i, aplicant l'invers de l'operador K, que és −∇2, obtenim:
ψk = −µk∇2ψk . (2.18)
Com que µk 6= 0, podem escriure λk := 1
µk
i tenim:
−∇2ψk = 1
µk
ψk = λkψk amb {λk} −→ ∞ si k −→∞. (2.19)
Per tant, les funcions pròpies de K ho són també de −∇2 i en resulta, per a cada k = 1, 2, . . .,
la solució:
uk(x, y, t) =
[
ak cos (c
√
λkt) + bk sin (c
√
λkt)
]
ψk(x, y) . (2.20)
Per tal de satisfer les condicions inicials, fem combinacions lineals inﬁnites d'aquestes solu-
cions. Pel teorema anterior, {ψk} és una base de Hilbert de l'espai L2(Ω), de manera que podem
trobar els coeﬁcients ak i bk amb les fórmules de Fourier, fent el producte escalar a L2(Ω). Tenim:
g(x, y) = u(x, y, 0) =
∞∑
k=1
akψk(x, y) (2.21)
h(x, y) = ut(x, y, 0) =
∞∑
k=1
bkc
√
λkψk(x, y) (2.22)
i, per tant, la solució del problema (2.1) serà:
u(x, y, t) =
∞∑
k=0
[
ak cos (c
√
λkt) + bk sin (c
√
λkt)
]
ψk(x, y) , (2.23)
amb
ak =
∫
Ω
g(x, y)ψk(x, y) dxdy i bk =
1
c
√
λk
∫
Ω
h(x, y)ψk(x, y) dxdy . (2.24)
Per a funcions g, h ∈ L2(Ω), podem deﬁnir (2.23) com la solució generalitzada de (2.1). Com
en el cas unidimensional, per tenir una solució en el sentit clàssic, u ∈ C2(Ω× (0,∞)), necessitarem
més regularitat a les condicions inicials.
Com veurem a les seccions següents, la forma del domini Ω determina l'espectre de l'operador
−∇2. És a dir, per a cada tipus de membrana podem tenir un espectre diferent. Ens podem plantejar
la pregunta recíproca: l'espectre determina la forma del domini? Aquest va ser un problema proposat
inicialment l'any 1966 per Mark Kac en el seu article Can one hear the shape of a drum? ([Kac 66]).
La resposta a aquesta pregunta és negativa: Gordon, Webb i Wolpert van construir, l'any 1992,
dues regions diferents que tenien el mateix espectre ([GWW92]). Tot i això, és possible inferir
certes propietats del domini a partir de l'espectre, com per exemple l'àrea.
En general, el problema 2.6 és difícil de resoldre analíticament. Ens dedicarem ara a resoldre
dos casos en els quals existeix una solució analítica senzilla.
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2.1. Membranes rectangulars. Considerem un domini Ω = [0, L1]× [0, L2] ∈ R2 que modelitza
una membrana rectangular. Volem resoldre (2.6) en aquest domini i, per fer-ho, farem servir de
nou el mètode de separació de variables, considerant ψ(x, y) = X(x)Y (y). Imposant l'equació de
Helmholtz, obtenim
−(X ′′Y +XY ′′) = λXY
i, dividint entre XY , queda
− X
′′
X
=
Y ′′
Y
+ λ . (2.25)
Altre cop, la part de l'esquerra depèn només de x i la de la dreta, de y. Per tant, (2.25) ha
de ser igual a una constant:
− X
′′
X
=
Y ′′
Y
+ λ = µ . (2.26)
Tenim, doncs, dues EDO amb condicions de contorn:{
X ′′ = −µX
X(0) = X(L1) = 0
(2.27)
{
Y ′′ = −(λ− µ)Y
Y (0) = Y (L2) = 0
(2.28)
Igual que en el cas unidimensional, en resoldre (2.27) i en imposar les condicions de contorn,
trobem que la constant µ ha de ser positiva. A més, per a cada m = 1, 2, . . ., tenim la solució
Xm(x) = αm sin
(
mpi
L1
x
)
amb µm =
(
mpi
L1
)2
. (2.29)
Volem resoldre ara (2.27) i, com en el cas anterior, necessitem que la constant µ − λ sigui
positiva per satisfer les condicions de contorn. Escrivint η = λ − µ > 0 i resolent (2.28) de la
mateixa forma, per a cada n = 1, 2, . . ., tenim la solució
Yn(y) = βn sin
(
npi
L2
y
)
amb ηn =
(
npi
L2
)2
(2.30)
Així doncs, com que λ = µ + η, per a cada parell n,m = 1, 2, . . ., obtenim els modes de
vibració
ψmn(x, y) = Cmn sin
(
mpi
L1
x
)
sin
(
npi
L2
y
)
amb λmn = pi
2
(
m2
L21
+
n2
L22
)
. (2.31)
Observació: Sovint s'acostuma a escollir la constant Cmn per tal que els modes de vibració
siguin, a més d'ortogonals, ortonormals a L2(Ω). Per tant:
Cmn =
(∫
Ω
[
sin
(
mpi
L1
x
)
sin
(
npi
L2
y
)]2
dxdy
)−1/2
. (2.32)
A partir d'això i de (2.5), en resulta un conjunt de solucions:
umn(x, y, t) =
[
amn cos (c
√
λmnt) + bmn sin (c
√
λmnt)
]
sin
(
mpi
L1
x
)
sin
(
npi
L2
y
)
. (2.33)
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La freqüència amb què es mou cada mode de vibració és
fmn =
c
√
λmn
2pi
=
c
2
√
m2
L21
+
n2
L22
(2.34)
i la freqüència fonamental,
f11 =
c
2
√
1
L21
+
1
L22
. (2.35)
Observació: En aquest cas, l'espectre no és harmònic, la qual cosa explica per què és difícil
atribuir una nota concreta al so d'un tambor, en aquest cas, rectangular.
Tot seguit, veiem representats els primers modes de vibració en una membrana rectangular.
En aquest cas, el mode de vibració (m,n) té mn ventres i m+n+2 línies nodals, m+1 paral·leles
a l'eix x i n+ 1 paral·leles a l'eix y.
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Figura 2.1. Primers modes de vibració d'una membrana rectangular.
A ﬁnals del segle xviii, E. F. F. Chladni va descobrir una forma de veure els modes de vibració
fent vibrar una superfície a una sola freqüència i col·locant-hi sorra a sobre.3 D'aquesta forma, la
sorra s'acumulava a les línies nodals formant uns patrons com els següents, anomenats patrons de
Chladni en el seu honor:
3Chladni va descobrir aquests patrons en un estudi sobre la vibració d'instruments de percussió, en particular, dels
plats. Amb un arc de violí, va aconseguir fer-los vibrar a una sola freqüència i veure, així, les ﬁgures que formava la
sorra.
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(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
(1,3) (3,1) (2,3) (3,2)
Figura 2.2. Patrons de Chladni dels primers modes de vibració d'una membrana
rectangular.
2.2. Membranes quadrades. Degeneració. En les condicions de l'apartat anterior, un cas
especial és quan la membrana és quadrada, és a dir, quan L1 = L2 = L. Aleshores, les freqüències
segueixen la fórmula
fmn =
c
2L
√
m2 + n2 (2.36)
i, per tant, els modes de vibració ψm,n i ψn,m vibren a la mateixa freqüència, fm,n = fn,m. En aquest
cas, la membrana pot vibrar amb moviment harmònic simple de freqüència fm,n amb qualsevol de
les inﬁnites formes donades per l'equació
aψm,n + bψn,m amb a
2 + b2 = 1 , (2.37)
que podem reescriure com:
sin γ ψm,n + cos γ ψn,m . (2.38)
Observació: El fet que a2 + b2 = 1 és per tal que el mode de vibració estigui normalitzat.
Així doncs, en el cas no degenerat, cada freqüència determina un mode de vibració, és a dir,
una possible forma de la membrana. En canvi, en el cas degenerat ens caldrà més informació, com
ara les condicions inicials, per determinar quin és realment el mode que vibra a una determinada
freqüència.4 A més, les línies nodals deixen de ser rectes si hi ha degeneració:
4De fet, com es comenta a [Ray 45], si les dues longituds són incommensurables (el seu quocient és un nombre
irracional), aleshores cada freqüència té un únic mode de vibració; però no és així si les longituds són commensurables
(el seu quocient és un nombre racional). No obstant això, aquest és un problema més complicat i aquí només hem
presentat el cas senzill de L1 = L2.
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γ = 0 γ = pi/8 γ = pi/6
γ = pi/4 γ = pi/2 γ = pi
Figura 2.3. Patrons de Chladni per a diferents formes del mode (1, 2)
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Figura 2.4. Diverses formes del mode (1, 3)
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2.3. Membranes circulars. Volem resoldre ara (2.6) en el cas que Ω = BR(0). Per fer-ho, farem
un canvi a coordenades polars i per aquesta raó hem d'expressar el laplacià en aquestes noves
coordenades, r i θ. Es té la següent relació:
∇2 = ∂
2
∂x2
+
∂2
∂y2
=
∂2
∂r2
+
1
r
∂
∂r
+
1
r2
∂2
∂θ2
. (2.39)
D'aquesta manera, si ψ(x, y) = w(r, θ), (2.6) queda:
∂2w
∂r2
+
1
r
∂w
∂r
+
1
r2
∂2w
∂θ2
= −λw (r, θ) ∈ [0, R)× [0, 2pi]
w(0, θ) <∞ θ ∈ [0, 2pi]
w(R, θ) = 0 θ ∈ [0, 2pi]
w(r, 0) = w(r, 2pi) r ∈ [0, R]
wθ(r, 0) = wθ(r, 2pi) r ∈ [0, R]
(2.40)
Remarca 2.5. Les condicions de contorn canvien, ara imposem que w s'anul·li a la vora,
però també que sigui ﬁtada a l'origen, ja que la solució hi podria tenir una singularitat i això
signiﬁcaria que la membrana es trenca. Amb les dues últimes condicions, estem demanant que w
sigui 2pi-periòdica, contínua i derivable.
Utilitzem de nou el mètode de separació de variables per resoldre (2.40), considerant w(r, θ) =
Φ(r)Θ(θ). Imposant l'equació, obtenim:
Φ′′Θ +
1
r
Φ′Θ +
1
r2
ΦΘ′′ = −λΦΘ .
Multiplicant per
r2
ΦΘ
i separant a cada banda de la igualtat segons les variables, queda
r2
Φ′′
Φ
+ r
Φ′
Φ
+ λr2 = −Θ
′′
Θ
(2.41)
i, seguint l'argument ja utilitzat en aquests casos, sabem que (2.41) ha de ser una constant no
negativa, com veurem més tard, la qual anomenem k2:
r2
Φ′′
Φ
+ r
Φ′
Φ
+ λr2 = −Θ
′′
Θ
= k2. (2.42)
D'aquí surten dues EDO: 
Θ′′ = −k2Θ
Θ(0) = Θ(2pi)
Θ′(0) = Θ′(2pi)
(2.43)
i 
r2Φ′′ + rΦ′ + (λr2 − k2)Φ = 0
Φ(0) <∞
Φ(R) = 0
(2.44)
Resolem la primera equació com hem fet en casos anteriors. És fàcil veure que, perquè es
garanteixin les condicions de contorn, necessitem que la constant sigui no negativa i, a més, un
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nombre natural (de manera anàloga a la demostració del lema (2.1) del capítol 2, però en aquest
cas les funcions constants sí que són solució). Per tant, les solucions són de la forma
Θk(θ) = A cos (kθ) +B sin (kθ) amb k = 0, 1, 2, . . . (2.45)
Observació: A diferència de casos anteriors, aquí sí que apareix el cas k = 0, que dóna lloc
a funcions constants. Com veurem més tard, aquest cas té certa rellevància.
Anem a resoldre ara (2.44). Les solucions d'aquesta EDO són les funcions de Bessel Jk(
√
λr)
i Yk(
√
λr) (vegeu l'apèndix B). Una solució general, per a cada λ i cada k, és:
Φ(r) = AJk(
√
λr) +BYk(
√
λr) . (2.46)
No obstant això, les funcions Yk són no ﬁtades a 0, així que per satisfer les condicions de
contorn necessitem B = 0. Imposant Φ(R) = 0, obtenim Jk(
√
λR) = 0. Sigui jn,k l'n-èsim zero de
la funció Jk(r), aleshores: √
λR = jn,k . (2.47)
Així doncs, per a cada n = 1, 2, . . . i cada k = 0, 1, 2, . . ., en resulta
λn,k =
j2n,k
R2
(2.48)
i els modes de vibració són
wn,k(r, θ) = Cn,kJk
(
jn,k
R
r
)
sin (kθ + φn,k) . (2.49)
En conclusió, per n = 1, 2, . . . i k = 0, 1, 2, . . ., obtenim solucions de l'equació d'ones en una
membrana circular:
un,k(r, θ, t) = An,kJk
(
jn,k
R
r
)
sin (kθ + φn,k) sin
(
cjn,k
R
t+ τn,k
)
, (2.50)
on hem expressat les combinacions del tipus A sinx+B cosx de la forma D sin (x+ φ).
Les freqüències vénen donades per l'expressió
fn,k =
cjn,k
2piR
(2.51)
i la freqüència fonamental és
f1,0 =
cj1,0
2piR
. (2.52)
La solució general té l'expressió següent:
u(r, θ, t) =
∞∑
n,k
An,kJk
(
jn,k
R
r
)
sin (kθ + φn,k) sin
(
cjn,k
R
t+ τn,k
)
, (2.53)
on An,k, φn,k i τn,k els trobem a partir de les condicions inicials amb les fórmules de Fourier.
Observació: Els modes de vibració amb k = 0 fan que un,0(r, θ, t) no depengui de θ i, per
tant, tenen simetria radial.
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(1,0) (2,0) (3,0) (4,0)
(1,1) (2,1) (3,1) (4,1)
(1,2) (2,2) (3,2) (4,2)
(1,3) (2,3) (3,3) (4,3)
Figura 2.5. Primers modes de vibració d'una membrana circular
En el cas de la membrana circular, el mode de vibració (n, k) té n cercles nodals concèntrics
i k diàmetres nodals, com veiem a la ﬁgura següent:
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(1,0) (2,0) (3,0) (4,0)
(1,1) (2,1) (3,1) (4,1)
(1,2) (2,2) (3,2) (4,2)
(1,3) (2,3) (3,3) (4,3)
Figura 2.6. Patrons de Chladni d'una membrana circular
3. Solució de l'equació d'ones en una membrana amb rigidesa
De la mateixa manera que a la secció 5 del capítol anterior, podem considerar l'equació
d'ones bidimensional amb un terme de rigidesa. La deducció és semblant al cas unidimensional i
s'allunya dels nostres propòsits, així que no la inclourem en aquest treball. Per tant, afegirem a
l'equació d'ones el terme de rigidesa −S2∇4u, on S2 és una constant positiva que depèn de les
característiques de la membrana. Tot seguit, ens ocuparem de resoldre aquesta nova equació en una
membrana circular, el cas més habitual entre els instruments de percussió.
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Donat Ω = BR(0), volem resoldre l'equació:
utt = c
2∇2u− S2∇4u (x, y) ∈ Ω t > 0
u = 0 (x, y) ∈ ∂Ω
∇2u = 0 (x, y) ∈ ∂Ω
(3.1)
Observació: Afegim aquesta segona condició de contorn per tenir unicitat, com veurem a
la secció següent. Que el laplacià s'anul·li es pot interpretar com que la membrana està recolzada
sobre una mena de pont, fet que es dóna a les caixes, timbales i altres instruments de membrana.
Com a totes les seccions anteriors, busquem solucions de variables separades u(x, y, t) =
v(x, y)T (t). Els càlculs són anàlegs als casos anteriors. Com és habitual, l'equació per a T ens dóna
solucions periòdiques:
Tω(t) = A cos (ωt) +B sin (ωt) , (3.2)
on hem de determinar els possibles valors de ω, la qual cosa ens permetrà trobar l'espectre de
freqüències.
A l'espai tenim el problema següent:
c2∇2v − S2∇4v + ω2v = 0 (x, y) ∈ Ω
v = 0 (x, y) ∈ ∂Ω
∇2v = 0 (x, y) ∈ ∂Ω
(3.3)
Anomenant I l'operador identitat, podem expressar l'equació anterior de la forma següent:
Av :=
(
c2∇2 − S2∇4 + ω2I) v = 0 . (3.4)
Factoritzem l'operador A = p(∇2), on p(z) = −S2z2 + c2z + ω2 i les seves arrels són:
z± =
c2 ±√c4 + 4S2ω2
2S2
. (3.5)
Observem que ambdues són reals i, a més, z+ > 0 i z− < 0. Per tant, el problema (3.4) queda:(∇2 − z+I) (∇2 − z−I) v = 0 . (3.6)
que, fent w :=
(∇2 − z−I) v, es pot separar en dos:{
∇2w = z+w (x, y) ∈ Ω
w = 0 (x, y) ∈ ∂Ω i
{
∇2v = z−v + w (x, y) ∈ Ω
v = 0 (x, y) ∈ ∂Ω (3.7)
Observació: Com que ara tenim equacions de segon ordre, només ens cal una condició de
contorn. D'una banda, per la deﬁnició de w, és clar que, si imposem que v s'anul·li a la vora, w
també ho satisfarà. D'altra banda, veurem tot seguit que la condició ∇2v = 0 també es satisfarà a
la vora encara que l'haguem suprimit del problema.
La primera de les equacions anteriors no té solució no trivial, ja que l'operador −∇2 no té
valors propis negatius. Així doncs, w = 0 i la segona equació queda ∇2v = z−v. Aquesta equació
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sí que té solucions. Com que z− < 0, podem escriure z− = −λ2 i dóna lloc al mateix problema que
en el cas sense rigidesa: {
−∇2v = λ2v (x, y) ∈ Ω
v = 0 (x, y) ∈ ∂Ω (3.8)
Observació: Com que w = 0, si v s'anul·la a la vora, ∇2v també ho farà a causa de l'equació
que satisfà v, −∇2v = λ2v. Així doncs, no hi ha cap problema en no considerar aquestes condicions
en factoritzar l'operador, ja que es satisfan automàticament si tenim condicions de Dirichlet nul·les.
D'aquesta manera, si ho expressem en coordenades polars, obtenim que les solucions són de
la forma:
v(r, θ) = AJk(λr) sin (kθ + φ) . (3.9)
Si imposem la condició de contorn de Dirichlet, tenim λR = jn,k, on jn,k és l'n-èssim zero de
la funció Jk(r). Així, per a cada n = 1, 2, . . . i cada k = 0, 1, 2, . . ., obtenim:
λn,k =
jn,k
R
. (3.10)
Finalment, com que z− = −λ2, de l'equació (3.5), obtenim
− j
2
n,k
R2
=
c2 −
√
c4 + 4S2ω2n,k
2S2
(3.11)
i, aïllant ωn,k, obtenim la fórmula de les freqüències dels parcials:
fn,k =
ωn,k
2pi
=
cjn,k
2piR
√
1 +
S2j2n,k
c2R2
. (3.12)
Com podem observar, s'obté un espectre estirat respecte al d'una membrana ideal, que no
és harmònic. Malgrat que aquest fet pugui fer pensar que, gràcies a la rigidesa de la membrana
podem fer que un instrument de percussió tingui un espectre aproximadament harmònic i, per tant,
pugui tocar notes deﬁnides, com a les timbales, experimentalment s'observa que la rigidesa és un
factor que no afecta gairebé a la freqüència dels parcials (vegeu [FR98]). L'espectre harmònic de
les timbales s'aconsegueix amb el conﬁnament de l'aire a la cavitat sobre la qual vibra la membrana.
4. Unicitat de solucions
Al llarg de totes les seccions anteriors, ens hem limitat a trobar solucions als diversos tipus
d'equació d'ones que han aparegut, però no hem tingut en compte si aquests problemes tenen solució
única, i d'això ens ocupem en aquesta secció.
Lema 4.1. Sigui u(x, t) ∈ C4 (Ω× [0,∞)) amb x ∈ Rn, t ∈ R satisfent l'equació utt =
c2∇2u − S2∇4u en un domini Ω × [0,∞), on Ω ⊂ Rn(n ≥ 2) és un domini ﬁtat de classe C1.
Aleshores, en qualsevol dels dos casos{
u = 0 x ∈ ∂Ω
∇u · ν = 0 x ∈ ∂Ω o bé
{
u = 0 x ∈ ∂Ω
∇2u = 0 x ∈ ∂Ω
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la quantitat
1
2
∫
Ω
[
u2t + c
2 (∇u)2 + S2 (∇2u)2] dnx
és constant en t.
Demostració. Derivem l'expressió respecte t, canviant convenientment l'ordre de les derivades:
d
dt
[
1
2
∫
Ω
[
u2t + c
2 (∇u)2 + S2 (∇2u)2]dnx] = ∫
Ω
[
ututt + c
2∇u · ∇ut + S2∇2u∇2ut
]
dnx .
En el primer sumand, fem la substitució utt = c2∇2u− S2∇4u i obtenim:∫
Ω
[
utc
2∇2u− utS2∇4u+ c2∇u · ∇ut + S2∇2u∇2ut
]
dnx =
=
∫
Ω
[
utc
2∇2u+ c2∇u · ∇ut
]
dnx+
∫
Ω
[
S2∇2u∇2ut − utS2∇4u
]
dnx .
Integrant per parts en el primer sumand, obtenim:∫
Ω
[
utc
2∇2u+ c2∇u · ∇ut
]
dnx =
∫
Ω
utc
2∇2u dnx+
∫
∂Ω
utc
2∇u · ν dσ −
∫
Ω
utc
2∇2u dnx = 0 ,
ja que el primer i últim terme es cancel·len i la integral sobre la vora és 0, ja que, si u = 0 quan
x ∈ ∂Ω, aleshores ut = 0 quan x ∈ ∂Ω.
Integrem ara per parts el segon terme:∫
Ω
[
S2∇2u∇2ut − utS2∇4u
]
dnx =
∫
∂Ω
S2∇2u∇ut · ν dσ −
∫
Ω
S2
(∇∇2u) · ∇ut dnx
−
∫
Ω
utS
2∇4u dnx .
La integral sobre la vora és novament 0 gràcies a les condicions de contorn. Tornant a integrar
per parts, obtenim:
−
∫
Ω
S2
(∇∇2u) · ∇ut dnx− ∫
Ω
S2ut∇4u dnx = −
∫
∂Ω
S2ut∇∇2u · ν dσ +
∫
Ω
S2ut∇4u dx
−
∫
Ω
S2ut∇4u dnx = 0 .
ja que els dos últims termes es cancel·len i la integral sobre la vora torna a ser 0 gràcies a les
condicions de contorn.
En conclusió:
d
dt
[
1
2
∫
Ω
[
u2t + c
2 (∇u)2 + S2 (∇2u)2] dnx] = 0 .
uunionsq
Observació: El lema anterior és vàlid si Ω = [0, L] ⊂ R, on ∇u passa a ser ux i ∇2u, uxx.
La demostració és completament anàloga utilitzant integració per parts en una dimensió. A més,
podem tenir condicions de contorn mixtes.
Aquest lema ens dóna les eines necessàries per demostrar la unicitat de solucions del nostre
problema. Tot i que la notació i l'enunciat són una mica diferents en el cas unidimensional, per
comoditat ho farem en el cas general a Rn. El cas particular n = 1 es demostra de forma totalment
anàloga, l'única diferència apareix a l'enunciat, on podem imposar condicions de contorn mixtes.
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Teorema 4.2 (Unicitat de solucions). Sigui Ω ⊂ Rn domini de classe C1 i ν la seva normal
orientada cap a l'exterior. Donats els problemes següents:
utt = c
2∇2u− S2∇4u+ f(x, t) x ∈ Ω t > 0
u(x, t) = δ(x) x ∈ ∂Ω t ≥ 0
∇u(x, t) · ν = η(x) x ∈ ∂Ω t ≥ 0
u(x, 0) = φ(x) x ∈ Ω
ut(x, 0) = ψ(x) x ∈ Ω
(4.1)
o bé 
utt = c
2∇2u− S2∇4u+ f(x, t) x ∈ Ω t ≥ 0
u(x, t) = δ(x) x ∈ ∂Ω t ≥ 0
∇2u(x, t) = η(x) x ∈ ∂Ω t > 0
u(x, 0) = φ(x) x ∈ Ω
ut(x, 0) = ψ(x) x ∈ Ω
(4.2)
si u : Ω −→ R és solució clàssica (u ∈ C4 (Ω× [0,∞))) d'un d'ells, aleshores és única.
Demostració. Siguin u1 i u2 dues solucions del problema (4.1). Com que la EDP és lineal,
v := u1 − u2 satisfà: 
vtt = c
2∇2v − S2∇4v x ∈ Ω t > 0
v(x, t) = 0 x ∈ ∂Ω t ≥ 0
∇v(x, t) · ν = 0 x ∈ ∂Ω t ≥ 0
v(x, 0) = g(x) = 0 x ∈ Ω
vt(x, 0) = h(x) = 0 x ∈ Ω
Pel lema anterior, la quantitat no negativa
1
2
∫
Ω
[
v2t + c
2 (∇v)2 + S2 (∇2v)2] dnx ≥ 0
és constant en el temps (és no negativa per ser una integral d'una funció no negativa). Així doncs,
fent t = 0:
0 ≤ 1
2
∫
Ω
[
v2t + c
2 (∇v)2 + S2 (∇2v)2] dnx t=0= 1
2
∫
Ω
[
h2 + c2 (∇g)2 + S2 (∇2g)2] dnx = 0 .
Si la integral d'una funció positiva és 0, la funció també ho és. Per tant:
v2t + c
2 (∇v)2 + S2 (∇2v)2 = 0⇒

vt = 0 ∀x, t
∇v = 0 ∀x, t
∇2v = 0 ∀x, t
Com que totes les derivades parcials de la funció v(x, t) són 0, v(x, t) és constant. Ara bé, avaluant
en t = 0 obtenim v(x, 0) = 0, així que v(x, t) = 0 ∀x ∈ Ω i ∀t ≥ 0, i podem concloure que u1 = u2.
La demostració per al problema (4.2) és totalment anàloga.
uunionsq
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Capítol 4
Escales i temperaments
En aquest capítol, presentarem una breu descripció dels conceptes musicals que farem servir
més endavant. Es descriuran els conceptes d'escala i d'interval, es presentaran tres deﬁnicions
ideals d'escala i s'explicarà breument com s'aﬁna un piano i els problemes que apareixen al llarg del
procés. Finalment s'introduirà la teoria de la dissonància, que ens aportarà eines quantitatives que
ens permetran mesurar quant de bona és una aﬁnació.
Els continguts de tot el capítol estan basats en [Set 05, cap. 3-6], [Ben 08, cap. 4, 5], [Gol 04,
cap. 2] i [RMW02, cap. 7].
1. Escales i intervals
L'oïda humana és capaç de distingir un gran àmbit de freqüències. Tot i això, des dels inicis
de la música occidental, l'home ha fet servir escales a l'hora de fer música. Ja sigui per simpliﬁcar
l'escriptura de la música així com la seva interpretació, o per la tendència humana a discretitzar i
a categoritzar el nostre voltant, el que és cert és que una bona part de la música que avui escoltem
té com a base una escala musical. Introduïm la deﬁnició següent:
Definició 1.1. Una escala és un conjunt ﬁnit de sons ordenats segons la seva freqüència
fonamental. A cada un d'aquests sons l'anomenem nota.
La major part de la música occidental fa servir l'escala cromàtica, que consta de 12 notes,
(do do] re re] mi fa fa] sol sol] la la] si do', on hem afegit l'octava de la primera nota),1 i que és
una extensió de l'escala diatònica major (do re mi fa sol la si do' ).
Definició 1.2. S'anomena semitò la distància entre dues notes consecutives a l'escala cro-
màtica. Un to és la suma de dos semitons, és a dir, la distància entre la primera i l'última de tres
notes consecutives.
Definició 1.3. S'anomena interval la diferència d'altura entre dues notes.
Aquesta diferència és mesurable en termes de la freqüència de les dues notes, com veurem
més endavant. No obstant això, en un context purament musical, els intervals de l'escala cromàtica
1Les notes amb el símbol ], anomenat sostingut o diesi, també es poden anomenar pel nom de la nota següent amb
el símbol [, anomenat bemoll. Així, podem escriure l'escala cromàtica d'aquesta manera: do re[ re mi[ mi fa sol[
sol la[ la si[ si do'
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s'acostumen a expressar amb un ordinal seguit d'un adjectiu. Així doncs, donades dues notes a i
b, l'ordinal de l'interval que formen ve donat pel nombre de notes que hi ha entre a i b (ambdues
incloses) a l'escala diatònica. Per exemple, entre unmi i un la hi ha quatre notes, per tant formen un
interval de quarta. Pel que fa a l'adjectiu, el determinen altres qualitats sonores de l'interval que no
entrarem a discutir, tot i que en una escala temperada ve determinat pel nombre de semitons entre
les dues notes. Un interval es pot descriure amb els adjectius major, menor, just/a, disminuït/ida o
augmentat/da (per exemple sexta major, quarta justa, quinta augmentada o sèptima disminuïda),
tot i que a vegades l'adjectiu es pot ometre.
L'interval més important en la música occidental és l'octava, que apareix, per exemple, entre
les notes do i do'. La freqüència del do' és el doble que la del do; així doncs, si el do té una
freqüència fonamental f , la fonamental del do' serà 2f . Si aquestes dues notes es toquen en un
instrument d'espectre harmònic, les freqüències dels seus parcials venen donades per les fórmules:
pn(do) = nf pn(do') = 2nf (1.1)
on pn(x) denota l'n-èsim parcial de la nota x.
Així doncs, s'obté p2n(do) = pn(do'), és a dir, la meitat dels parcials coincideixen. Aquesta
coincidència fa que totes dues notes siguin percebudes com la mateixa, però la segona més aguda.
Per tant, podem tornar a deﬁnir una escala cromàtica començant per l'octava del do simplement
doblant les freqüències de les notes, o deﬁnir una escala cromàtica que acabi al do dividint-les entre
dos. Qualsevol d'aquestes escales sonarà igual2 que l'escala cromàtica inicial. Aquest procés es
pot repetir inﬁnitament ﬁns als límits de percepció humana. El piano, un dels instruments amb
registre (rang de notes que pot tocar) més ampli, consta habitualment de set octaves més una
tercera menor (el seu rang de freqüències va dels 27.5Hz als 4186.01Hz).
Per deﬁnir una escala només cal establir la freqüència fonamental de totes les notes que la
componen. Al llarg de la història s'han proposat diverses maneres de deﬁnir l'escala cromàtica i, a
les seccions següents, presentarem tres sistemes d'aﬁnació ideals d'importància històrica.
Notació: En la resta del text utilitzarem la notació anglosaxona per a les notes. L'escala
diatònica serà C D E F G A B C i indicarem l'octava a la qual pertany cada nota amb un subíndex,
prenent com a referència el la amb una freqüència de 440Hz com a A4. D'aquesta manera el do
central del piano és C4 i el do més greu del piano, C1.
1.1. Commesurar un interval: raons i cents. Com hem descrit abans, l'interval és la diferència
d'altura entre dues notes, que volem mesurar en termes de les seves freqüències fonamentals. La
percepció auditiva humana de la freqüència és logarítmica: sentim que hi ha la mateixa distància
entre A4 i A5 que entre A5 i A6, però entre els dos primers hi ha una diferència de 440 Hz, mentre
que entre els dos segons la diferència és de 880 Hz. Per tant, donades dues notes amb freqüències
fonamentals f1 i f2, no podem simplement deﬁnir la seva diferència d'altura com |f1 − f2|, ja que,
si canviem d'octava multiplicant ambdues freqüències per 2k, amb k ∈ Z, la diferència d'altura es
veurà alterada pel factor 2k.
2La majoria de persones reconeixen com la mateixa nota dues notes separades per un interval d'octava. Per
exemple, quan un home i una dona canten la mateixa melodia, l'home sovint canta una octava més greu, a causa de
les seves característiques físiques. Tot i això, la majoria d'oients acostumen a percebre-ho com una sola melodia.
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En general, donades dues freqüències f1 i f2 amb f1 > f2, expressem l'interval que formen
com la raó r = f1/f2 (o bé f1 : f2). Normalment, ho deﬁnirem de tal manera que r ≥ 1. Aquesta
escala és multiplicativa, és a dir, per sumar dos intervals el que hem de fer és multiplicar les seves
raons i, per restar-los, dividir-les. Per exemple, en una escala amb aﬁnació justa, l'interval entre
C i E és de 6/5 i entre E i G, 5/4. D'aquesta manera, l'interval entre C i G és 3/2 (el que es coneix
com quinta justa).
Una altra manera de mesurar els intervals, aquesta de forma additiva, són els cents. Un cent
s'obté en dividir en 100 parts un interval de raó 21/12, que s'anomena semitò temperat i s'obté
en dividir una octava en 12 intervals iguals, com veurem més endavant. Per tant, un cent correspon
a una raó de 21/1200.
Donat un interval I (en cents) que correspon a una raó r, aleshores I i r estan relacionats per
les fórmules:
I = 1200 log2 (r) r = 2
I/1200 (1.2)
1.2. Llindar de discriminació (JND). Tot i que l'oïda humana és capaç de distingir un rang
molt ampli de freqüències, la percepció és limitada, ja que no és capaç de percebre la diferència
entre dues freqüències molt properes. Presentem la deﬁnició següent:
Definició 1.4. S'anomena llindar de discriminació (Just-noticeable diﬀerence en anglès)
la distància intervàlica més petita perceptible per l'oïda humana si la interpretació dels dos tons és
successiva. Ens hi referirem mitjançant JND, les seves sigles angleses, i ho expressarem en cents.
El llindar de discriminació pot ser tan petit com dos cents, però l'habilitat real de les persones
per a distingir dues freqüències diferents pot variar segons la durada, la intensitat i la freqüència
dels sons, així com en funció de la seva educació de l'oïda. Cal notar que aquesta deﬁnició és
per a tons que es senten successivament, per a dos tons simultanis el llindar és molt més baix.
Diversos estudis han observat que el llindar de discriminació, mesurat en diferència de freqüències,
és aproximadament constant per a freqüències baixes i que per a la resta és proporcional a la
freqüència (per exemple, per a freqüències al voltant dels 1000 Hz, el valor de JND es troba al
voltant dels 10 cents).
2. L'escala pitagòrica
Al segle vi a.C. Pitàgores va descobrir que dues cordes sonaven més consonants si la raó de
les seves longituds era un quocient d'enters petits. En concret, l'interval més consonant corresponia
a la raó 2:1 (l'octava). Recordem la fórmula per a les freqüències que hem obtingut en resoldre
l'equació d'ones:
fn =
nc
2L
. (2.1)
Com que c és un paràmetre que depèn de la tensió i de la densitat lineal de la corda, si
dues cordes es troben en les mateixes condicions i dividim la longitud d'una, L, a la meitat, L/2,
obtenim precisament que la freqüència es multiplica per 2, obtenint l'octava. Així doncs, la fórmula
obtinguda segles més tard dóna una explicació al que Pitàgores ja va observar en el seu temps, ja
que la consonància d'aquestes notes ve donada per la coincidència dels seus parcials. A l'última
secció d'aquest capítol descriurem els conceptes de `consonància' i `dissonància' més detalladament.
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Després de l'octava, la raó d'enters més petita és 3:2, i aquest interval s'anomena quinta
justa. En aquest cas, donades dues notes que formin una quinta justa, per exemple C i G, el tercer
parcial de C coincidira amb el segon parcial de G, que en seria l'octava.
2.1. L'espiral de quintes. Pitàgores creia que una escala havia d'estar formada només d'intervals
d'octava i de quinta. Tot seguit, veiem com es construeix tal escala:
Donada una nota, C, la seva quinta és G. Amb això tenim ja dues notes de l'escala. A partir
de G busquem la seva quinta i obtenim D, però a la següent octava. Si dividim la freqüència entre
dos obtenim una nota més per a l'escala: la nota D a l'octava inicial. Repetim aquest procés i,
buscant la quinta a partir de D, aconseguim A i després, E, que baixarem una octava dividint entre
dos la seva freqüència. Continuant d'aquesta manera, dividint entre dos quan calgui, hem construït
una successió de quintes ascendents a partir de C. Podem fer-ho cap avall de la mateixa manera,
és a dir, de C anem a F, aquest a l'octava inferior, que col·loquem a l'escala principal multiplicant
per dos la seva freqüència. D'aquest F baixem a B[, després a E[ i així successivament multiplicant
per dos quan calgui.
Es podria pensar que si repetim prou cops aquest procés a partir de C, arribem de nou a C i
tanquem el cicle; però és impossible, ja que equivaldria a trobar un nombre natural n > 0 tal que(
3
2
)n
= 2m ⇔ 2n+m = 3n , (2.2)
però el teorema fonamental de l'aritmètica diu que la descomposició en factors primers d'un nombre
és única i donat que 2 i 3 són primers, l'equació anterior no té solució. Per tant, és impossible
tancar el cicle de quintes, que en lloc de cicle és una espiral:
C
E[
B[
F G
D
A
E
B
F]
C]
A[
G]
D]
A]
E]
. . .
D[
G[
C[
. . .
2.2. La quinta del llop. L'escala pitagòrica construïda d'aquesta forma no és consistent, ja que
només volem deﬁnir 12 notes per una escala i en tenim inﬁnites. Per solucionar aquest problema el
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que es fa és sacriﬁcar la freqüència d'una de les notes del cicle per la freqüència del seu enharmònic.3
Vegem-ne un exemple:
C
E[
B[
F G
D
A
E
B
F]
C]
A[ ∼ G]
1 : 1
3 : 2
9 : 8
27 : 16
81 : 64
243 : 128
729 : 512
2187 : 2048
4 : 3
16 : 9
32 : 27
128 : 81 ∼ 6561 : 4096
Donat aquest cicle de quintes, la freqüència de G] baixa per ser igual a la freqüència de A[.
En general, s'escull una de les quintes i se la redueix una mica formant el que s'anomena quinta
del llop. Aquest interval difereix d'una quinta justa en una raó de 312/219, la qual s'anomena coma
pitagòrica i correspon a 23.5 cents, gairebé un quart de semitò temperat.
L'escala pitagòrica presenta moltes limitacions, no obstant això, la idea de Pitàgores de raons
entre enters petits dóna lloc a les escales d'aﬁnació justa.
3. Aﬁnació justa
L'objectiu de les escales d'aﬁnació és deﬁnir els intervals com a raó d'enters petits. Així la
quinta continua sent de raó 3:2 i el seu complementari respecte l'octava, la quarta, de 4:3. La tercera
major té una raó de 5:4 i la sexta menor, de 5:3. Finalment, la segona major correspon a la raó 9:8
(igual que la pitagòrica) i la sèptima major, a 15:8. A aquests intervals se'ls anomena purs. Un
cop aﬁnades les notes de l'escala diatònica major, cal fer el mateix amb la resta de notes de l'escala
cromàtica, per a la qual cosa existeixen diverses versions, les quals no exposarem aquí.
Cal fer un incís en aquesta discussió: tots aquests intervals estan calculats respecte una nota
fonamental, com ara C, però això no vol dir que, per exemple, totes les quintes tinguin raó 3:2. Si
considerem la quinta formada entre D i A, té una raó de 40:27 ≈ 1.48 (corresponent a dividir la
raó de A, 5:3, entre la raó de D, 9:8). En aquest cas, aquesta quinta és més baixa que la formada
3En harmonia clàssica, es diu que dues notes són enharmòniques si tenen nom diferent però sonen igual, per exemple
E[ i D], o A] i B[. Com més endavant veurem, aquests parells de notes tenen la mateixa freqüència en una escala
12-dio.
45
Capítol 4: Escales i temperaments 5. Afinant el piano
entre C i G, que és justa, amb raó 3:2 = 1.5. Aquest fet fa que, si bé a partir de C tots els intervals
són molt més consonants que en l'escala pitagòrica, a partir d'altres notes no ho siguin. D'aquesta
manera, si toquem una obra que està escrita en la tonalitat de C major, hi haurà més intervals que
sonaran consonants que si en toquem una en D major, on per exemple, com ja s'ha vist a l'exemple
anterior, la quinta no és justa. Com que no és factible tenir una aﬁnació per a cada tonalitat
i, a més, una mateixa obra pot canviar de tonalitat al llarg del discurs musical, sorgeixen el que
s'anomenen temperaments, que són modiﬁcacions dels intervals de l'escala d'aﬁnació justa per tal
de millorar-ne l'aﬁnació. Un dels exemples més coneguts de temperament és el temperament igual,
que descriurem a la secció següent.
4. Temperament igual
El concepte de temperament igual apareix per tal de deﬁnir una escala que pugui ser utilitzada
en qualsevol de les tonalitats. Un exemple clàssic i molt utilitzat és l'aﬁnació 12-dio (abreviació de
12 divisions iguals de l'octava), una escala que divideix l'octava en 12 parts iguals i, a partir d'aquí,
crea tots els intervals.
En aquest cas partim de l'octava, de raó r = 2, i la dividim en 12 parts iguals, buscant la raó
s tal que s12 = 2. Per tant, deﬁnim:
Definició 4.1. S'anomena semitò temperat l'interval de raó 21/12.
En aquest cas, la quinta deixa de tenir raó 3/2 per passar a tenir raó 27/12 i el mateix passa
amb altres intervals. L'aﬁnació de 12-dio sacriﬁca les quintes justes, rebaixant-les lleugerament, i
altres intervals purs, com per exemple les terceres, que queden més afectades, en favor d'una aﬁnació
acceptable per a totes les tonalitats. Aquest és, en principi, un sistema d'aﬁnació prou bo, ja que
és relativament proper al temperament just i permet tocar en qualsevol tonalitat sense pèrdua de
qualitat en l'aﬁnació.
5. Aﬁnant el piano
Les aﬁnacions descrites anteriorment són ideals, però a la pràctica, aﬁnar un piano té més
complexitat. Els aﬁnadors de piano solen aﬁnar la nota A4 a 440 Hz i, tot seguit, aﬁnen per octaves
o per quintes i després, per terceres, en funció de la tècnica. Per cada nota que aﬁnen, cal comprovar
els intervals que es formen amb les notes ja aﬁnades i modiﬁcar les seves aﬁnacions convenientment
de manera que no hi hagi cap interval desaﬁnat, encara que així alguns intervals deixin de ser purs.
Aquest procés es complica degut a les imperfeccions del piano així com al canvi de material de les
cordes, als salts entre les seves longituds i a molts altres factors. A més, com ja hem comentat
anteriorment, la rigidesa de les cordes fa que l'espectre de les notes sigui lleugerament inharmònic.
5.1. Les cordes. Com ja va descobrir Pitàgores, la longitud de les cordes guarda una estreta
relació amb l'altura de la nota que generen. Cordes més curtes generen notes més agudes, mentre
que cordes més llargues, notes més greus. El piano és un instrument amb un registre molt ampli,
així que per poder fer sonar totes les notes necessitem una gran varietat de longituds per a les
cordes, però és impossible per a pianos de paret i es compleix parcialment en pianos de cua. Per
aquesta raó els lutiers han ideat altres mètodes per resoldre aquest inconvenient.
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Figura 5.1. Entorxat de les cordes
Una de les solucions és variar el gruix de les cordes i
una altra és fer servir un entorxat de coure per a les cordes
més greus del piano. A més, per equilibrar-ne el volum,
les notes més greus només tenen una corda, les centrals,
dues i les més agudes, tres. Dues notes consecutives solen
tenir cordes semblants en un piano, però quan hi ha un
canvi en el nombre de cordes, les característiques sonores
i, per tant, d'aﬁnació, també pateixen un canvi més brusc.
Altres elements, com els nervis, parts de l'estructura del
piano que separen grups de cordes, també provoquen canvis bruscos en les característiques de les
cordes. Sovint es troben just al canvi de nombre de cordes, reduint així la quantitat de llocs on
l'aﬁnació del piano és més delicada, tot i que no sempre és així.
Figura 5.2. Un dels nervis del piano
5.2. La inharmonicitat del piano. Els resultats del
capítol 2 ens donen una fórmula per als parcials de les
notes en un piano, que deixen de ser harmònics a causa
de l'aparició d'un paràmetre B. Tot plegat fa que les aﬁ-
nacions ideals presentades anteriorment no serveixin per
a un piano real, ja que totes estan basades en l'espectre
harmònic de les notes. Per aquesta raó ens plantejarem
quina és la millor escala per aﬁnar un piano, de manera
que s'adapti a l'espectre inharmònic de les seves notes.
Aquest aspecte es desenvoluparà al capítol següent.
6. Teoria de la dissonància
Al llarg de la història de la música, els termes consonància i dissonància s'han deﬁnit de
diverses maneres, algunes d'aquestes imprecises. No va ser ﬁns al segle xix que Hermann von
Helmholtz va donar una explicació cientíﬁca i més rigorosa del concepte de dissonància a partir
de l'anàlisi de dues ones simples superposades. Com Helmholtz descriu al seu llibre, [Hel 77],
s'observa que, quan dues ones simples amb la mateixa freqüència s'escolten alhora, si la freqüència
d'una d'elles va augmentant progressivament, l'oient passa de sentir batecs a aspror i, després,
percep les dues ones com a tons diferents. Tot seguit, desenvoluparem aquestes idees i presentarem
les conseqüències que tenen aquests resultats en l'estudi de la dissonància.
6.1. Superposició de dues ones simples. Batecs i aspror. Siguin v0(t) = sin (2pif0) i w(t) =
sin (2pif) dues ones simples, on f0 és una freqüència ﬁxa i fem variar f . Fent servir identitats
trigonomètriques, obtenim que l'ona resultant de la superposició de les dues ones és:
V (t) = v0(t) + w(t) = 2 sin
(
2pi
f + f0
2
t
)
cos
(
2pi
f − f0
2
t
)
. (6.1)
En aquest cas, V (t) es pot interpretar com una ona simple que vibra amb freqüència f+f02 i
amb una amplitud que varia amb freqüència f−f02 , com es pot veure a la ﬁgura:
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Figura 6.1. Dues ones simples superposades.
Si quan variem f , aquesta és prou propera a f0, l'oient percep un to de freqüència
f0+f
2 amb
un volum variable. Aquesta variació en l'amplitud és el que es coneix com batecs, els quals tenen
una freqüència de fb =
|f−f0|
2 , és a dir, se senten fb batecs per segon. Com el valor de f és proper a
f0, fb és petit i els batecs es poden sentir clarament. A mesura que f s'allunya de f0, fb es fa més
gran i l'oient sent batecs cada cop més ràpids, de manera que el so és cada cop menys agradable i
provoca una d'aspror, que augmenta ﬁns a un punt màxim a partir del qual aquesta aspror comença
a desaparèixer i l'oient percep el so com a dos tons diferents, de freqüències f0 i f .
La noció de dissonància de Helmholtz ve donada a partir d'aquest fet: l'absència de batecs
entre dos tons purs es correspon amb la màxima consonància, mentre que el punt màxim d'aspror
es correspon amb la màxima dissonància. Com podem veure, ni la dissonància ni la consonància
són aspectes absoluts del so, és a dir, dos sons no poden ser només dissonants o consonants, sinó
que poden ser més consonants o més dissonants que altres. D'aquesta manera, es perd la idea naïf
que dos sons agradables són consonants i dos de desagradables, dissonants. A més, aquesta noció
de dissonància explica per què notes amb molts parcials coincidents sonen més consonants, ja que
en coincidir tals parcials no hi ha batecs ni aspror.
Figura 6.2. Forma de la corba de dissonàn-
cia.
6.2. La corba de dissonància. Als anys 60, R.
Plomp i W. J. M. Levelt van dur a terme un expe-
riment per tal de mesurar la dissonància fent sentir
parells de tons purs a diverses persones. En una es-
cala del zero a l'u, fent correspondre el zero amb la
màxima consonància i l'u, amb la màxima dissonàn-
cia, van intentar obtenir un gràﬁc en funció de la
diferència de freqüències entre els dos tons. El resul-
tat va ser una corba com la de la ﬁgura 6.2.
A més, es va trobar que el punt màxim de dis-
sonància es trobava al voltant del quart de to. Amb
aquestes dades, es pot construir una funció que s'a-
justi prou bé a aquesta corba i que permeti mesurar
quantitativament la dissonància entre tons purs. D'aquesta manera, podem deﬁnir una funció
D(f1, f2, a1, a2) la qual, donats dos tons d'amplitud a1 i a2, amb freqüències f1 i f2 respectivament,
retorni la dissonància entre ells. L'anomenarem funció de dissonància. La construcció detallada
d'aquesta funció es pot trobar a [Set 05].
Ara bé, l'objectiu de Plomp i Levelt era analitzar la dissonància de tons complexos, com les
notes produïdes per instruments, que estan formades per la superposició de tons simples. Per fer-ho,
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van suposar que la dissonància era additiva i que, en conseqüència, la suma de les dissonàncies entre
els diferents parcials de dues notes era la dissonància total. En general, donat un conjunt de tons
purs amb freqüències F = {fn} i les seves respectives amplituds Λ = {an}, aleshores la dissonància
total ve donada per:
DT (F ,Λ) :=
∑
i,j≥0
i<j
D(fi, fj , ai, aj) . (6.2)
En aquest cas, donades dues notes i els seus espectres, F1 i F2, i les seves respectives amplituds
Λ1 i Λ2, deﬁnim:
DT (F1,F2,Λ1,Λ2) := DT (F ,Λ) , (6.3)
on F és la unió disjunta de F1 i F2, i Λ, la de Λ1 i Λ2 .
Com podem comprovar, la dissonància dels intervals està directament relacionada amb l'es-
pectre. Vegem tot seguit la informació que ens aporta la funció de dissonància per a un espectre
harmònic i quina relació té amb les escales anteriorment deﬁnides.
6.3. Gràﬁques de dissonància. Considerem una nota de freqüència fonamental f amb un es-
pectre harmònic. En aquest cas, si F = {f, 2f, 3f, . . .} és l'espectre d'aquesta nota, en considerar
un interval de raó α a partir d'aquesta, obtenim l'espectre αF = {αf, 2αf, 3αf, . . .}. Fem variar α
des d'u, que correspondria a l'uníson, ﬁns a dos, que correspondria a l'octava i, per a cada valor de
α, calculem la dissonància total de l'interval i ho representem en una gràﬁca:
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
0
1
2
3
4
5
6
Figura 6.3. Gràﬁca de dissonància per notes amb sis parcials harmònics
Els mínims d'aquesta gràﬁca es troben als intervals de dissonància mínima i, en aquest cas, són
els intervals purs de raons 5:4, 6:5, 4:3, 3:2, 5:3 i 2:1, que corresponen respectivament als intervals
de tercera menor, tercera major, quarta justa, quinta justa, sexta major i octava:
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1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
0
1
2
3
4
5
6
5:4 6:5
4:3
3:2
2:1
5:3
Figura 6.4. Mínims de la gràﬁca de dissonància als intervals purs.
Com podem veure, l'aﬁnació justa s'adapta perfectament a aquest gràﬁc, reduint la disso-
nància. No obstant això, com ja hem comentat, aquesta escala té diversos inconvenients que, tot
i fer-la ideal per minimitzar la dissonància, fan que no sigui adequat fer-la servir en molts casos.
Vegem ara la relació entre 12-dio i la gràﬁca de dissonància, marcant a la gràﬁca de dissonància les
12 notes de l'escala:
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
0
1
2
3
4
5
6
Figura 6.5. Disposició de les notes de 12-dio a la gràﬁca de dissonància.
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Podem observar que, tot i no assolir exactament els mínims de la gràﬁca de dissonància,
l'escala 12-dio en dóna una molt bona aproximació.
En conclusió, l'espectre de les notes és qui determina quins són els intervals de mínima disso-
nància, així que per un espectre no harmònic no té sentit aﬁnar intervals justos o, ﬁns i tot, els de
l'escala 12-dio, ja que la gràﬁca de dissonància d'aquest espectre pot tenir mínims en altres punts.
Al capítol següent, farem servir les eines aquí descrites per analitzar la dissonància d'una escala
aﬁnada al piano si l'espectre del seu so no és harmònic, fet que ens permetrà comparar aﬁnacions i
decidir quina és la millor.
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Capítol 5
Un model d'aﬁnació del piano
En aquest capítol, ens basarem en els resultats obtinguts a la secció 5.1 del capítol 2 per
proposar un model d'aﬁnació del piano diferent a 12-dio. Començarem descrivint el model simpliﬁ-
cat, després farem tres propostes d'aﬁnació basades en intervals i, ﬁnalment, resoldrem el problema
general de minimitzar la dissonància de l'escala per trobar l'aﬁnació més adequada a l'espectre
inharmònic de les cordes del piano. Al llarg de tot el capítol, ens basarem sempre en els resultats
experimentals obtinguts per H. Fletcher a [Fle 64, pàg. 206] pels valors del paràmetre d'inharmo-
nicitat B.
1. Un model simpliﬁcat
En aquesta primera secció, descriurem les simpliﬁcacions que considerarem en el nostre model
així com les convencions que farem servir durant les anàlisis de les seccions següents.
Per donar un model simpliﬁcat d'aﬁnació, considerarem el paràmetre B igual per a totes
les cordes. A la resta del capítol, considerarem sempre B entre 0.0004 i 0.002, que es correspon
aproximadament amb el rang de valors de B de les cordes situades a la part central del piano.1
No ens preocuparem del primer terç del piano, el més greu, ja que la construcció de les cordes és
diferent i, experimentalment, es troben valors de B més petits. Pel que fa a les dues últimes octaves,
a partir de C6, tampoc les tindrem en compte, tot i assolir valors superiors de B ﬁns a 0.024, el
valor més alt trobat experimentalment, ja que els parcials d'aquestes notes tenen un volum molt
baix i una freqüència molt alta, de manera que són gairebé imperceptibles.
Ens plantegem com aﬁnar, a partir d'una nota amb una aﬁnació arbitrària f1, la resta de
notes de l'escala. Per començar, cal decidir quin tipus d'escala aﬁnarem. Ens decantem per una
escala a temperament igual per tal de no afavorir una tonalitat en favor d'una altra. Així doncs, de
forma anàloga a l'aﬁnació 12-dio, a partir d'un interval aﬁnat, deﬁnirem un nou semitò i, a partir
d'aquest, l'aﬁnació de la resta de notes quedarà determinada. Per exemple, si l'interval que serà la
nova sexta major té una raó I, aleshores el dividirem en nou parts iguals, ja que a l'escala 12-dio
la sexta major correspon a nou semitons i el nou semitò serà de raó r = I1/9. La resta de les notes
correspondran a raons de la forma rk amb k = 1, 2, . . . , 12.
1De fet, segons el gràﬁc a l'article de Fletcher, el valor de B a C6 és aproximadament 0.001, però, a partir d'aquesta
nota, els valors de B fan un salt i se situen al voltant de 0.002, i ﬁns a un màxim de 0.024. Aquest salt possiblement
es deu a un dels nervis del piano i al canvi de suport de les cordes, però com que aquest nervi no sempre està entre
les mateixes notes, prenem un valor màxim de B més elevat per comptar amb una mica de marge.
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La primera pregunta que sorgeix és: quin és l'interval a aﬁnar? A les seccions següents,
presentarem tres propostes d'interval i les analitzarem fent servir la teoria de la dissonància. Per
fer-ho, usarem l'eina presentada al capítol anterior, la funció de dissonància, i representarem les 12
notes de la nova escala sobre la gràﬁca de dissonància. Finalment, resoldrem el problema de forma
més general, buscant la raó r∗ òptima per al semitò, aquella que minimitzi la dissonància en un
sentit que deﬁnirem després.
Recordem la fórmula per les freqüències dels parcials del so d'una corda de piano:
fn = nf0
√
1 +Bn2 . (1.1)
La freqüència del primer parcial serà f1 = f0
√
1 +B, la fonamental. Per qualsevol nota f1
que aﬁnem, tindrem associat un valor f0 que ens servirà per calcular la freqüència de cada parcial.
Amb aquests parcials construirem la gràﬁca de dissonància de l'espectre de les cordes del piano:
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Figura 1.1. Gràﬁc de la dissonància d'un espectre harmònic (en vermell) i d'un
espectre estirat (en blau), amb B = 0.001. En ambdós casos s'han considerat set
parcials.
Hem construït la gràﬁca anterior considerant amplituds variables per les freqüències de l'espec-
tre inharmònic del piano, de manera que aquest s'assembli més a l'espectre real quant a amplituds,
i així ho considerarem durant la resta del capítol. Pel que fa a les gràﬁques, farem servir el valor
B = 0.001 i considerarem sempre set parcials.
A continuació, presentem tres propostes d'intervals i analitzem la disposició de l'escala que
generen a la gràﬁca de dissonància.
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2. Aﬁnant l'octava
Donada una nota amb una aﬁnació f1, volem aﬁnar la seva octava. Considerem els quatre
primers parcials de f1 i veiem com estan distribuïts respecte a uns parcials harmònics, de manera
que obtenim un esquema com el següent:
f1 = f0
√
1 +B
2f1 = 2f0
√
1 +B
f2 = 2f0
√
1 + 4B f3 = 3f0
√
1 + 9B f4 = 4f0
√
1 + 16B
3f1 = 3f0
√
1 +B 4f1 = 4f0
√
1 +B
Figura 2.1. Distribució dels parcials reals (en blau) respecte als harmònics (en negre).
Considerem dues propostes per aﬁnar l'octava:
- La primera és aﬁnar-la a f˜1 = 2f1, que es correspon amb aﬁnar l'octava amb aﬁnació 12-dio,
com si tingués un espectre harmònic. Busquem la seva corresponent f˜0:
f˜0
√
1 +B = f˜1 = 2f1 = 2f0
√
1 +B ⇒ f˜0 = 2f0 (2.1)
i, d'aquesta manera, podem calcular el segon parcial:
f˜2 = 2f˜0
√
1 + 4B = 4f0
√
1 + 4B . (2.2)
- La segona és aﬁnar-la a f1 = f2 = 2f0
√
1 + 4B, de manera que coincideixi amb el segon
parcial de f1. Notarem per A12 aquesta segona aﬁnació. Busquem la seva corresponent f0:
f0
√
1 +B = f1 = 2f0
√
1 + 4B ⇒ f˜0 = 2f0
√
1 + 4B
1 +B
(2.3)
i, anàlogament, calculem el seu segon parcial:
f2 = 2f0
√
1 + 4B = 4f0
1 + 4B√
1 +B
. (2.4)
Uns càlculs trivials ens permeten veure que f˜2 < f2 < f4 i obtenim un esquema com el
següent:
f1 = f0
√
1 +B f2 = 2f0
√
1 + 4B f3 = 3f0
√
1 + 9B f4 = 4f0
√
1 + 16B
f˜1 = 2f1 f1 = f2 f2 = 4f0
1 + 4B√
1 +B
f˜2 = 4f0
√
1 + 4B
Figura 2.2. Disposició dels parcials de les dues propostes d'octava. Hem repre-
sentat en vermell els parcials corresponents a 12-dio i en verd, els corresponents a
A12.
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Si només ens ﬁxem en l'octava, l'aﬁnació A12 sembla millorar 12-dio, ja que el segon parcial
de f1 coincideix amb la fonamental de l'octava, f1, i el segon parcial de l'octava de A12, f2, està més
a prop de f4, el quart parcial de f1, que f˜2. No obstant això, aquest fet no garanteix una millora
en l'aﬁnació, caldrà analitzar la relació de cada interval amb la gràﬁca de dissonància i, per aquesta
raó, cal veure el nou semitò que genera aquesta nova octava.
Donada la pseudo-octava f1, com volem una aﬁnació a temperament igual, la dividirem en 12
parts iguals i obtindrem un nou semitò de raó
r12 = 2
1/12
(
1 + 4B
1 +B
)1/24
. (2.5)
Vegem com se situen les notes aﬁnades a partir del semitò r12 a la gràﬁca de dissonància:
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Figura 2.3. Disposició de les notes de A12 respecte la gràﬁca de dissonància, amb
B = 0.001 i set parcials.
Com veiem, tot i que a priori semblava que A12 era una bona aﬁnació, quan la comparem amb
la gràﬁca de dissonància, veiem que cap dels seus mínims més signiﬁcatius s'assoleix amb les notes
d'aquesta aﬁnació, ni tan sols amb l'octava, que semblava que l'havíem aﬁnat expressament perquè
fos menys dissonant. Aquest fet pot semblar contradictori, però recordem que la dissonància ve
donada per la distància dels parcials i, tot i que la dissonància entre el segon parcial de la fonamental
i el primer de l'octava és nul·la, la dissonància entre parcials superiors fa que no assoleixi el mínim
a la gràﬁca. Potser una octava una mica més aguda, tot i generar una mica de dissonància amb el
segon parcial de la fonamental, redueix la dissonància de parcials superiors i la dissonància total és
menor. Podem concloure, doncs, que aquesta aﬁnació és millorable.
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3. Aﬁnant la dotzena
Hem vist que, si aﬁnem l'interval d'octava de manera que coincideixi amb el segon parcial
de la fonamental, obtenim una aﬁnació que és millorable. Ens plantegem ara aﬁnar l'interval de
dotzena, és a dir, l'octava més la quinta, de manera que coincideixi amb el tercer parcial de la
fonamental, com es pot veure a l'esquema:
f1 = f0
√
1 +B f2 = 2f0
√
1 + 4B f3 = 3f0
√
1 + 9B f4 = 4f0
√
1 + 16B
f1
Figura 3.1. Aﬁnació de la dotzena coincidint amb el tercer parcial.
De manera anàloga a la secció anterior, obtenim un nou semitò, r19, que deﬁneix una aﬁnació
que anomenarem A19. Dividim la dotzena en 19 parts iguals, ja que aquest interval a 12-dio conté
19 semitons:
r19 =
(
f3
f1
)1/19
= 31/19
(√
1 + 9B
1 +B
)1/19
. (3.1)
Vegem com estan situades les notes de A19 en relació amb la gràﬁca de dissonància:
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Figura 3.2. Disposició de les notes de A19 respecte la gràﬁca de dissonància, amb
B = 0.001 i set parcials.
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Com veiem, l'octava d'aquesta aﬁnació s'apropa més al mínim de la gràﬁca, però no arriba
a assolir-lo. Observem que, en relació amb la secció anterior, aquesta octava és més aguda que la
de A8, però, tal com hem comentat abans, la dissonància de l'interval és menor tot i que el segon
parcial de l'octava no coincideix amb el quart de la fonamental.
4. Aﬁnant la quinta
Considerem una altra proposta d'aﬁnació, que consisteix en aﬁnar la quinta, però de manera
que el seu segon parcial coincideixi amb el tercer de la fonamental, f3. Tenim l'esquema següent:
f1 = f0
√
1 +B f2 = 2f0
√
1 + 4B f3 = 3f0
√
1 + 9B f4 = 4f0
√
1 + 16B
f1 f2
Figura 4.1. Disposició de la quinta i el seu segon parcial, en verd, respecte als
parcials de la fonamental.
En aquest cas, per tal de calcular el semitò que genera l'interval de quinta necessitem saber el
valor de la f0 que té associada la freqüència f1. Basant-nos en la notació de l'esquema, imposarem
que f2 = f3 i, d'aquesta manera, trobarem f0:
f2 = 2f0
√
1 + 4B = 3f0
√
1 + 9B = f3 ⇒ f0 = 3
2
f0
√
1 + 9B
1 + 4B
. (4.1)
Així doncs, de manera anàloga als apartats anteriors, dividim en set parts l'interval de quinta
ja aﬁnat per deﬁnir un nou semitò, r7, que dóna lloc a una aﬁnació que anomenarem A7:
r7 =
(
f1
f1
)1/7
=
(
f0
f0
)1/7
=
(
3
2
)1/7(√1 + 9B
1 + 4B
)1/7
. (4.2)
Comparant les notes de A7 amb la gràﬁca de dissonància, obtenim:
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Figura 4.2. Disposició de les notes de A7 respecte a la gràﬁca de dissonància, amb
B = 0.001 i set parcials.
En aquest cas, sembla que l'octava assoleix gairebé el mínim de dissonància. Per tant, podem
concloure que aquesta aﬁnació és millor que la de l'octava i, possiblement, que la de la dotzena.
Ara bé, és possible que n'hi hagi alguna de millor? Com la trobem? Ho veurem tot seguit resolent
un problema més general.
5. El problema general: minimitzar la dissonància de l'escala
A les tres seccions anteriors, hem vist diverses propostes d'interval que donaven lloc a escales
de temperament igual. Ens plantegem ara el problema general de trobar un semitò r∗ tal que
minimitzi la dissonància de l'escala. Ara bé, com mesurem aquesta dissonància exactament?
Una primera idea podria ser el plantejament següent: el semitò r∗ que minimitza la dissonància
de l'escala, sense deﬁnir rigorosament aquest terme, és aquell tal que la seva octava, r∗12, assoleix
el mínim absolut de la gràﬁca de dissonància. No obstant això, a priori, aquest no sembla el
camí a seguir, ja que potser val la pena sacriﬁcar una mica aquest mínim per tal que altres notes
estiguin més properes a mínims relatius de la gràﬁca. Així doncs, ens plantegem deﬁnir rigorosament
la dissonància de l'escala com una funció de la raó r i, d'aquesta manera, reduir el problema a
minimitzar una funció de variable real.
Definició 5.1. Donat un semitò r, deﬁnim la dissonància mitjana de l'escala de tempera-
ment igual que genera com:
DM (r) :=
1
N
N∑
k=1
vkDT (F , rkF ,Λ,Λ) , (5.1)
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on F és l'espectre de la nota fonamental de l'escala; rkF , l'espectre de la k-èsima nota; Λ, les
amplituds de cada espectre; N el nombre de notes de l'escala, i v = {vk}, un vector de pesos.
Com podem veure, DM és una mitjana de les dissonàncies de les N notes de l'escala, en el
nostre cas 12, ponderada pels valors vk. Els pesos vk apareixen perquè no totes les notes s'utilitzen
de la mateixa manera en una escala i, per tant, cal donar més importància a intervals més rellevants,
com són, en el nostre cas, l'octava, la quinta o les terceres. A l'anàlisi que presentem a continuació,
farem servir els pesos v = {1, 1, 4, 4, 5, 2, 6, 4, 4, 2, 1, 10}, de manera que l'octava obté la màxima
ponderació i intervals com les segones, la mínima.
Per a valors de r propers al semitò temperat, 21/12 ≈ 1.0595, obtenim numèricament el mínim
de DM , que s'assoleix a r∗ ≈ 1.0600. Ho podem veure a la gràﬁca de la ﬁgura 5.1, on hem marcat
el semitò temperat amb una línia vertical:
r
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Figura 5.1. Gràﬁca de DM (r) al voltant de 21/12 per a B = 0.001.
Si fem variar B entre 0.0001 i 0.002, obtenim sempre el valor r∗ ≈ 1.0600, així que podem
donar-lo per vàlid i concloure que l'escala òptima és la generada per r∗. Vegem la disposició de les
notes de l'escala sobre la gràﬁca de dissonància:
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Figura 5.2. Escala generada per r∗ = 1.06 sobre la gràﬁca de dissonància, per a
B = 0.001.
Sorprenentment, en resulta una gràﬁca igual a l'obtinguda en aﬁnar la quinta. De fet, si
B = 0.001, obtenim r7 ≈ r∗ i, a més, si fem variar B entre 0.0001 i 0.002, la diferència màxima
entre r7 i r∗ és de 3.8146 · 10−4. En termes de percepció auditiva, aquesta diferència és de 0.5360
cents i, per tant, pràcticament imperceptible per l'oïda humana.
Els resultats anteriors ens permeten concloure que obtenim la millor aﬁnació de l'escala quan
aﬁnem la quinta de tal manera que el seu segon parcial coincideixi amb el tercer de la fonamental
i, a partir d'aquí, aﬁnem una escala temperada amb el semitò r∗.
6. Aplicacions
Els resultats obtinguts en aquest estudi són teòrics, però en un piano real es podrien traduir
al sistema d'aﬁnació següent: en primer lloc, aﬁnar una nota fonamental, típicament A4 a 440Hz
i, a partir d'aquesta, aﬁnar la seva quinta, intentant minimitzar els batecs, sobretot si es fa d'oïda.
Després, es podria seguir aﬁnant per quintes i comprovant els intervals que es van formant amb
les notes ja aﬁnades. Com ja s'ha comentat amb anterioritat, aﬁnar un piano és una tècnica
molt complexa: cal comprovar molts intervals i reajustar-los de forma que cap d'ells quedi massa
dissonant. Aquest model pretén donar una proposta inicial per a l'inici del procés d'aﬁnació, que
consisteix a aﬁnar la quinta en primer lloc. A partir d'aquesta primera aﬁnació, l'habilitat de
l'aﬁnador i la qualitat del piano faran que l'aﬁnació global d'aquest sigui bona o no, però sempre
partint de la millor aﬁnació possible del piano ideal.
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Els resultats d'aquest estudi també podrien ser aplicables a la síntesi de música electrònica.
Si volem generar electrònicament el so d'un piano, ho podem fer amb la superposició d'ones simples
corresponents als parcials de les notes del piano. Si fem servir la fórmula de les freqüències dels
parcials del piano, podem construir un so més semblant al d'un piano real i, amb el sistema d'aﬁnació
proposat en aquest treball, aconseguir que l'aﬁnació sigui tan consonant com sigui possible.
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Conclusions
En aquest treball, hem estudiat diferents formes de l'equació d'ones que apareixen en l'estudi
dels instruments musicals de corda i de membrana. En el cas de la corda vibrant, a banda de
l'equació clàssica, hem considerat el cas amb fregament proporcional a la velocitat. També hem
estudiat, especialment, l'equació d'una corda vibrant amb un terme de rigidesa, i n'hem obtingut
l'espectre de freqüències, que és lleugerament inharmònic. En el cas de la membrana vibrant, hem
estudiat l'equació clàssica en dominis rectangulars i circulars i hem considerat també el cas amb
rigidesa. Per concloure l'estudi de l'equació d'ones, hem presentat i demostrat un teorema d'unicitat
per a l'equació d'ones amb rigidesa. Finalment, després de presentar de manera breu els conceptes
d'interval, escala i temperament, així com de descriure la teoria de la dissonància, hem realitzat un
estudi per trobar la millor aﬁnació del piano en relació amb el seu espectre inharmònic.
Els resultats de l'últim capítol ens permeten resoldre, de manera parcial, el problema de trobar
la millor aﬁnació per al piano, és a dir, aquella que s'adapti més al seu espectre inharmònic i doni
una escala amb un millor grau de consonància. A partir de la simpliﬁcació feta en considerar el
paràmetre d'inharmonicitat constant i restringir el rang de valors que pot prendre, trobem que la
millor aﬁnació temperada s'obté amb el semitò que genera la quinta, si aquesta s'aﬁna de manera
que el seu segon parcial coincideixi amb el tercer de la nota principal aﬁnada. Aquests resultats
també poden ser aplicats a la síntesi de música electrònica, fent servir la fórmula de les freqüències
dels parcials per deﬁnir un espectre semblant al del piano real i aﬁnant l'escala òptima trobada en
aquest treball per minimitzar la dissonància.
Treball futur. El treball presentat es pot ampliar en diversos sentits. Una primera via seria fer un
estudi més exhaustiu, tenint en compte un nombre diferent de parcials per calcular la dissonància o
fer servir uns pesos diferents a l'hora de calcular la dissonància mitjana. Una altra via seria proposar
un model més complex, on el paràmetre d'inharmonicitat B no fos constant, intentant obtenir una
fórmula en funció de la freqüència, en ajustar una corba als resultats experimentals. D'altra banda,
es podrien fer mesures experimentals en pianos reals per tal de validar els resultats obtinguts.
Finalment, una altra via seria treballar amb un model més rigorós, afegint alguna modiﬁcació a
l'equació d'ones amb rigidesa per tal d'ajustar-se més a la realitat. Una primera idea seria estudiar
bé les condicions de contorn i decidir si les que hem fet servir en aquest treball s'ajusten bé a la
realitat o cal modiﬁcar-les fent una combinació de les dues condicions de contorn estudiades aquí.
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Apèndix A
Sèries de Fourier
En aquest apèndix, presentarem un seguit de deﬁnicions i resultats sobre les sèries de Fourier
i la seva convergència. No es donarà cap demostració, però es poden trobar a [Sal 08] o a [BF02].
1. L'espai L2. Sistemes ortogonals
Definició 1.1. Donat un domini Ω ⊂ Rn, es deﬁneix l'espai
L2(Ω) =
{
f : Ω −→ R | f és mesurable i
∫
Ω
|f(x)|2dx <∞
}
,
dotat del producte escalar
〈f, g〉 =
∫
Ω
f(x)g(x)dx .
Comentaris:
- A l'espai L2(Ω) considerem que dos elements f i g són iguals si coincideixen llevat d'un
conjunt de mesura nul·la.
- La integral que considerem és en el sentit de Lebesgue. Així doncs, Ω pot ser tant obert
com tancat, ja que una funció pot no estar deﬁnida en un conjunt de mesura nul·la, com és la seva
vora, i això no afecta al valor de la integral.
- El producte escalar dota L2 de la seva noma associada:
||f || =
(∫
Ω
f(x)2dx
)1/2
.
Proposició 1.2. L'espai L2(Ω) és un espai de Hilbert (és a dir, està dotat d'un producte
escalar i és complet).
Definició 1.3. Sigui S = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . .) un conjunt de funcions de L2(Ω). El conjunt S
s'anomena sistema ortogonal si
〈ϕn, ϕm〉 = 0 si n 6= m.
Si, a més, satisfà 〈ϕn, ϕn〉 = 1 ∀n ≥ 0, el sistema s'anomena ortonormal.
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Per exemple, el conjunt
ϕ0(x) =
1√
L
, ϕ2n−1(x) =
√
2
L
cos
(
2pin
L
x
)
, ϕ2n(x) =
√
2
L
sin
(
2pin
L
x
)
, n = 1, 2, . . . (1.1)
és un sistema ortonormal a L2 ((0, L)).
Donada una funció f ∈ L2(Ω), ens plantegem quina és la millor manera d'aproximar-la per
funcions d'un sistema ortonormal. En espais vectorials de dimensió ﬁnita, donat un subespai vec-
torial F i un punt extern x, la millor aproximació en F ve donada per la projecció ortogonal de x
sobre aquest subespai. Donada una base ortonormal v1, . . . , vn de F , aquesta projecció ve donada
per
PF (x) =
n∑
k=1
〈x, vk〉vk .
Els sistemes ortonormals de funcions són la generalització de les bases ortonormals en espais
de dimensió inﬁnita. En aquest cas, per a combinacions lineals (ﬁnites), es té el següent resultat:
Proposició 1.4. Donat S = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . .) un sistema ortonormal i f ∈ L2(Ω), si ﬁxem n,
aleshores
g =
n∑
k=1
〈f, ϕk〉ϕk
és l'única funció de F que minimitza la distància entre f i F , on
F =
{
n∑
k=1
akϕk | ak ∈ R
}
.
En espais de dimensió ﬁnita, a un sistema {v1, ..., vk} ortonormal podem afegir-li més vectors,
linealment independents i ortonormals als existents, ﬁns a completar una base ortonormal de l'espai.
D'aquesta manera, donat un espai vectorial E de dimensió n, un element x ∈ E s'expressa com
x =
n∑
k=1
〈x, ek〉ek , (1.2)
si {e1, ..., en} és una base ortonormal de E. L'objectiu ara és generalitzar això a espais de dimensió
inﬁnita, com és L2(Ω), prenent sumes inﬁnites.
2. La sèrie de Fourier
Definició 2.1. Donada una funció f ∈ L2(Ω) i un sistema ortonormal S = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . .),
deﬁnim la sèrie de Fourier de f respecte S com
∞∑
k=1
ckϕ ,
on els coeﬁcients són ck = 〈f, ϕk〉.
El següent teorema ens dóna condicions equivalents per tal que la sèrie de Fourier d'una funció
f sigui igual a f , en el sentit de convergència a L2(Ω).
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Teorema 2.2. Donat S = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . .) sistema ortonormal a L2(Ω), aleshores les següents
condicions són equivalents:
1. Per a tota f ∈ L2(Ω), lim
n→∞
∥∥∥∥∥
n∑
k=0
〈f, ϕk〉ϕ− f
∥∥∥∥∥
L2
= 0 (i. e., la sèrie de Fourier de f
convergeix vers f en norma L2).
2. S és maximal, és a dir, no es pot afegir cap més funció a S que faci que segueixi sent
ortonormal.
3. S és total: per a tota f ∈ L2(Ω), si 〈f, ϕk〉 = 0∀ k, aleshores f = 0.
4. Per a tota f ∈ L2(Ω), ||f ||2L2 =
∞∑
k=1
〈f, ϕk〉2 .
És a dir, si a L2(Ω) tenim un sistema ortonormal total, aleshores podem expressar qualsevol
funció de l'espai com a combinació lineal inﬁnita de funcions del sistema ortonormal. En aquest
cas, es diu que sistema ortonormal és una base de Hilbert de L2(Ω). L'exemple clàssic de base
de Hilbert a L2((0, L)) són les funcions trigonomètriques:
Teorema 2.3. El conjunt{
1√
L
,
√
2
L
cos
(
2pin
L
x
)
,
√
2
L
sin
(
2pin
L
x
)}
n=1,2,...
és un sistema ortonormal total a L2 ((0, L)).
3. Convergència de la sèrie de Fourier
Finalment, donarem alguns resultats de convergència per a les sèries de Fourier trigonomètri-
ques a R. Notem per SfN (x) l'N -èsima suma parcial de la sèrie de Fourier de f , és a dir:
SfN (x) =
N∑
k=0
ckϕk(x) .
Als següents resultats no especiﬁcarem on estan deﬁnides les funcions ni el seu respectiu
sistema ortonormal, ja que és irrellevant per als resultats. Tot és més fàcil de demostrar per al
sistema {
1√
2pi
,
1√
pi
cosnx,
1√
pi
sinnx
}
n=1,2,...
a l'espai L2((−pi, pi)) i extensible a qualsevol altre interval i el seu respectiu sistema ortonormal,
mitjançant un canvi de variable.
Teorema 3.1 (Convergència puntual). Sigui f contínua a trossos. Aleshores:
lim
N→∞
SfN (x) =
1
2
[
f(x+) + f(x−)
]
,
on f(x+) i f(x−) són els límits laterals de f en x per la dreta i per l'esquerra respectivament. En
particular, si f és contínua es té:
lim
N→∞
SfN (x) = f(x) .
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Teorema 3.2. Sigui f contínua i derivable a trossos. Aleshores podem derivar formalment
la sèrie de Fourier de f (terme a terme) i, per aquesta sèrie, s'obté:
lim
N→∞
Sf
′
N (x) =
1
2
[
f ′(x+) + f ′(x−)
]
.
Teorema 3.3 (Convergència uniforme). Sigui f ∈ C1 a trossos, és a dir, contínua i, a més,
derivable excepte en un conjunt de mesura nul·la. Aleshores la sèrie de Fourier de f convergeix
uniformement vers f .
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Funcions de Bessel
En aquest apèndix, presentarem la deﬁnició i algunes propietats de les funcions de Bessel,
sense donar cap demostració. Aquestes es poden trobar a [Ben 08, cap. 2].
1. L'equació de Bessel. Les funcions de Bessel
Definició 1.1. S'anomena equació de Bessel l'EDO:
f ′′(z) +
1
z
f ′(z) +
(
1− n
2
z2
)
f(z) = 0 , on n ∈ N . (1.1)
Per cada n = 0, 1, . . . ,1 tenim dues solucions per a l'equació, llevat de constant multiplicativa.
Si considerem solucions no singulars a l'origen, obtenim una solució que anomenarem Jn(z). Si
considerem solucions amb singularitat a l'origen, obtenim una altra solució, que anomenarem Yn(z).
Nota: Cal matissar que tenim dos subespais unidimensionals de solucions, generats per Jn(z)
i per Yn(z). L'elecció d'aquestes funcions canòniques es fa de manera que coincideixin amb les seves
altres possibles deﬁnicions, alguna de les quals esmentarem tot seguit.
Definició 1.2. Deﬁnim les funcions de Bessel de primera espècie com les solucions
canòniques Jn(z) de l'equació de Bessel que no són singulars a l'origen. Anàlogament, deﬁnim les
funcions de Bessel de primera espècie com les solucions canòniques Yn(z) de l'equació de Bessel
que presenten una singularitat a l'origen.
Proposició 1.3. Les funcions de Bessel de primera espècie satisfan la recurrència
Jn(z) =
z
2n
(Jn−1(z) + Jn+1(z)) . (1.2)
Proposició 1.4. Les funcions de Bessel de primera espècie són analítiques i es poden expres-
sar com a sèries de potències:
Jn(z) =
∞∑
k=0
(−1)k
(z
2
)n+2k
k!(n+ k)!
. (1.3)
1En general, es considera n = 0, 1, . . ., però les deﬁnicions i alguns dels resultats són extensibles a un paràmetre real.
No obstant això, com que en aquest treball només apareix l'equació amb valors enters no negatius, no considerarem
la generalització en aquest apèndix.
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Proposició 1.5. Les funcions Jn(
√
λz) i Yn(
√
λz) satisfan l'equació:
f ′′(z) +
1
z
f ′(z) +
(
λ− n
2
z2
)
f(z) = 0 . (1.4)
2. Zeros de les funcions de Bessel
La característica de les funcions de Bessel més rellevant en la resolució de l'equació d'ones és
que tenen un conjunt numerable de zeros. Tot seguit presentem una taula amb els primers zeros de
les funcions de Bessel de primera espècie, així com la seva representació gràﬁca.
n J0 J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7
1 2.404825 3.831706 5.135622 6.380162 7.588342 8.771484 9.936110 11.08637
2 5.520078 7.015587 8.417244 9.761023 11.06471 12.33860 13.58929 14.82127
3 8.653727 10.17347 11.61984 13.01520 14.37254 15.70017 17.00382 18.28758
4 11.791534 13.32369 14.79595 16.22347 17.61597 18.98013 20.32079 21.64154
5 14.930917 16.47063 17.95982 19.40942 20.82693 22.21780 23.58608 24.93493
6 18.071063 19.61586 21.11700 22.58273 24.01902 25.43034 26.82015 28.19119
7 21.211636 22.76008 24.27011 25.74817 27.19909 28.62662 30.03372 31.42279
8 24.352471 25.90367 27.42057 28.90835 30.37101 31.81172 33.23304 34.63709
9 27.493479 29.04683 30.56920 32.06485 33.53714 34.98878 36.42202 37.83872
Taula 1. Zeros de les funcions de Bessel de primera espècie. Extret de [Ben 08].
z
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
J
n
(z
)
-0.5
0
0.5
1
Funcions de Bessel de primera espècie amb n = 0, 1, 2, 3.
J0(z)
J1(z)
J2(z)
J3(z)
Figura 2.1. Representació gràﬁca de les quatre primeres funcions de Bessel de
primera espècie.
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